Uma introducao as transicoes de fase
e aos fenéomenos criticos

Daniel G. Barci

Departamento de Fisica Teoérica
Universidade do Estado do Rio de Janeiro

2020



Prefacio

Estas notas surgem a partir de um convite para ministrar um curso de verao na Univer-
sidade de Havana, Cuba, no verao boreal de 2010. O curso foi organizado pelo Grupo
de Fisica Tedrica do Instituto de Cibernética Matematicas y Fisica, ICIMAF-Cuba
em colaboragao o Departamento de Fisica da Universidade de Havana. A ideia era
apresentar os conceitos basicos de transigoes de fase e introduzir os conceitos mais ela-
borados do Grupo de Renormalizagao para um publico de fisicos, ndo necessariamente
especialistas. Foi um prazer ministrar esse curso, onde tive uma grande audiéncia de
professores e alunos de graduacao e pés-graduacao de diferentes areas da fisica, tedricos
e experimentais. Logo apds meu regresso ao Brasil, o curso foi estendido e sua estrutura
adaptada a um curso semestral de pés-graduacao, sendo apresentado no Programa de
Pos-Graduagao em fisica da UERJ no segundo semestre de 2010. Devido & demanda
que originou, o curso foi repetido nos anos de 2014 e 2015, onde as notas foram am-
pliadas e aperfeigcoadas. Em 2016, o Premio Nobel para Kosteritz-Thouless e Haldane
obrigou a agregar um capitulo especial sobre a famosa transigao de Kosterlitz-Thouless
que tinha ficado apenas comentada na versao original das notas

Uma das motivagoes para dar forma de livro as notas de aula é que o tema abordado,
especialmente a criticalidade, é um assunto que causo um impacto muito forte no
desenvolvimento da fisica a partir dos anos 80 e tornou-se um assunto interdisciplinar
devido a grande quantidade de aplicagdes que possui, desde sua origem em matéria
condensada, passando pela fisica de altas energias, incluindo astrofisica e cosmologia,
como assim também aplicacbes em areas como biofisica. E verdade que existem muitos
bons livros que abordam cada item deste curso individualmente, porém a maior parte
desta bibliografia é esparsa e se encontra em lingua inglesa. Acredito que a estrutura
do curso, a maneira de introduzir os conceitos e o fato de ser redigido em Portugués
faz destas notas uma contribuigao original que pode ser de utilidade para a formagao
de fisicos teodricos atuando em diversas areas.

Daniel G. Barct
Rio de Janeiro, 15 julho de 2020
ano do Covid....
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Proélogo

Toda a matéria que observamos no nosso dia a dia, corpos sélidos, atmosfera, agua,
organismos biologicos (incluindo nos mesmos!), é constituida por um numero muito
grande de moléculas. Elas sao os tijolos fundamentais da fisica macroscopica, ou seja,
a fisica da nossa escala, que poderia ser caracterizada por algumas unidades de medida
como o metro, o quilograma e o segundo. Gosto de pensar que estas sao as unidades
“humanas™ avangamos com passos da ordem do metro, nossa massa ¢ da ordem de
alguns quilogramas e, como acostumava repetir com insisténcia meu Mestre, J. J.
Giambiagi, “o nosso coragao bate apenas uma vez por segundo”.

Durante séculos estudamos a natureza sem sequer conhecer a existéncia das molé-
culas. De fato, a termodinamica, a teoria que descreve a relagdo entre calor e trabalho,
alcangou seu apice nos séculos XVIII e XIX sem sequer fazer mengao a possivel estru-
tura molecular da matéria. Isto comecou a mudar no despertar do século XX, quando
estudos realizados por Albert Einstein e Langevin, entre outros, conseguiram calcular
o nimero de moléculas contida num mol de gas. Este ntimero enorme, chamado de
constante de Avogadro, é aproximadamente 6 x 10%3. A descoberta foi a confirmacao
da teoria molecular da matéria, a qual tinha sido bastante debatida no século XIX.
Este avanco teve duas consequéncias interessantes. Por um lado, dado que a maté-
ria é composta por moléculas poderiamos conhecer suas propriedades a partir de leis
mais “fundamentais” como a mecanica (classica ou quantica) e o eletromagnetismo, que
descrevem o movimento de cada uma destas moléculas. Aparece deste modo um pensa-
mento reducionista. A ideia que qualquer sistema complexo pode ser entendido a partir
de uma teoria que descreve o comportamento das partes constituintes deste sistema
comecou a deslumbrar uma grande quantidade de cientistas que, até hoje, tém este
tipo de pensamento como fio condutor nas suas pesquisas. O reducionismo cientifico
teve logros importantes. Hoje podemos entender o comportamento molecular partindo
dos 4tomos que compoem cada molécula. Por sua vez, descobrimos que estes dtomos
sdo formados por elétrons e um niicleo que também contem prétons e neutrons na
sula composi¢ao, os quais por sua vez, sao estruturados em pequenos blocos chamados
quarks! A ideia essencial, defendida por fisicos de muito renome, como Stephen Haw-
king entre outros, é que se tivermos uma teoria que descreve os tijolos fundamentais da
natureza, entao, teremos compreendido a natureza em sua totalidade, restando apenas
um trabalho de engenharia dedicado ao calculo de sistemas particulares a partir das
leis “fundamentais” ja conhecidas. Um detalhe importante neste processo de reducao é
que, cada descoberta de um nivel mais fundamental de descri¢ao leva a considerar uma
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mudanca de escala. Assim, comecgando da “unidade humana” o metro, temos que o raio
de uma molécula é aproximadamente cem milhoes de vezes menor, 10~8m. Por sua
vez, um atomo é cem vezes menor que uma molécula, 107%mn. J4 o proton, 10~ m,
mede cem mil vezes menos que um atomo, sendo o quark ainda mil vezes menor que
um proton, 107¥m. Aproximadamente as mesmas relacoes se verificam com as escalas
de massa e tempo. Evidentemente, é muito dificil imaginar escalas tao distantes das
humanas e, mais dificil ainda, é imaginar que as leis da fisica possam manter sua estru-
tura em cada mudanca de escala onde a intuigdo nao é um conceito muito 1til. Esta
linha de raciocinio levou & formulacao das modernas teorias de particulas elementares
baseadas na teoria quantica de campos. Ainda, a teoria de cordas é atualmente uma
proposta que, eventualmente, poderia levar a esta “Teoria do Todo".

Por outro lado, o fato da constante de Avogadro ser muito grande trouxe o seguinte
problema que nao é apenas técnico. Se quisermos descrever um gés a partir do movi-
mento de cada molécula, imaginando que a mecénica é descrita pelas leis de Newton,
deveriamos escrever uma equacao diferencial vetorial para cada uma das moléculas.
Isto fornece um sistema de aproximadamente 3 x 10%* equacoes diferenciais de segunda
ordem acopladas. Para resolve-las, deveriamos fornecer 6 x 10?* condicoes iniciais. Ou
seja, seria necessario conhecer a posicao e velocidade de cada molécula em um tempo
dado. Aqui existem dois tipos de dificuldade. Uma delas é “meramente” técnica; ob-
viamente é impossivel resolver (sequer escrever!) um numero tao grande de equagoes
e condigoes iniciais. Porém, existe um outro problema mais conceptual e interessante.
Mesmo que disponhamos de uma capacidade de calculo e observacao absurdamente
grande, o resultado destas equacoes nos forneceriam 3 x 10?3 funcoes que descreve-
riam a trajetoria de cada uma das moléculas em funcio do tempo. A pergunta é, que
informacao fisica relevante poderiamos extrair a partir desses dados? Os observaveis
macroscopicos tipicos em um gas sao o volume, a pressao e a temperatura. De que
forma essas quantidades macroscopicas sao relacionadas com a trajetoria individual de
cada uma das componentes de um gas? Por que seria necesséario conhecer em detalhe
a evolucao de 10?3 variaveis para descrever apenas trés variaveis macroscopicas? Estas
perguntas foram respondidas parcialmente com o advento da Mecanica Estatistica, de-
senvolvida por Gibbs, Helmholtz, entre outros. A ideia essencial é que para um niimero
limitado de variaveis macroscopicas existe um grande nimero de estados microscopicos
acessiveis com certa probabilidade de ser realizados. Isto permite um tratamento esta-
tistico das equacoes de movimento microscopicas. Esta teoria teve um amplo éxito ja
que conseguiu tender uma ponte entre a fisica microscdpica e a termodinamica de equi-
librio. Deve ser destacado que ainda nao possuimos uma teoria similar para descrever
processos macroscopicos fora do equilibrio termodinamico. A mecénica estatistica, na
sua formulacao original, continua com o principio reducionista j& que, a principio, ela
descreve a fisica macroscopica a partir de uma escala imediatamente anterior. Neste
sentido, uma quantidade macroscopica é descrita como uma média estatistica de va-
ridveis microscopicas. Por exemplo, a temperatura pode ser entendida como a média
estatistica da energia cinética das moléculas de um gas. Uma hipdtese importante para
que a descrigao estatistica seja consistente é que as flutuacoes ao redor da média devem
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ser despreziveis. Isto s6 é possivel se o tamanho do sistema, numero de particulas ou o
volume, for extremamente grande, a rigor infinito. Aparece entao o conceito de limite
termodindmico para descrever sistemas de tamanho macroscopico.

A ideia que todos os sistemas fisicos, quimicos, biologicos e até sociais sejam regidos
pelas mesmas leis microscopicas, nao implica que sistemas macroscopicos possam ser
re-construidos a partir destas leis. Um exemplo intuitivo na nossa escala é o clima.
Muitos fendmenos climéticos podem ser considerados como consequéncia da interagao
dindmica da atmosfera e os mares. A rigor, conhecemos muito bem a fisica micros-
copica de cada processo que ocorre tanto na atmosfera quanto no mar. Porém, somo
incapazes de prever com certa precisao quando vai chover e quanto numa determinada
regiao num intervalo de tempo dado. Existe uma linha pensamento reducionista que
acredita que o problema é “apenas” de capacidade de calculo, j4 que conhecemos todas
as leis fundamentais do problema. Porém, ndo pode ser descartada a existéncia de
principios fundamentais que nao sao relacionadas diretamente com as componentes do
sistema. De fato, existem “leis fundamentais” que dependem da escala e da complexi-
dade do sistema e nao estao necessariamente relacionadas com as leis microscopicas.
Esta diferencia entre reducionismo e construtivismo, ou ainda, a discussao do sentido
de “principio fundamental” comecou a ser discutido por Phil Anderson no contexto da
chamada quebra espontinea de simetria, fenomeno fundamental para a descricao de
transicoes de fase. A partir desta discussdo, surge o conceito, um tanto confuso, de
comportamentos emergentes. Uma descrigao muito precisa, no contexto da fisica ted-
rica, foi discutido recentemente por S. Kivelson, definindo o comportamento emergente
como qualquer propriedade qualitativa que ocorre apenas quando o nimero de com-
ponentes do sistema tende a infinito. Neste contexto se encontra o assunto principal
deste livro: as transi¢oes de fase.

Dentro das transi¢oes de fase, os fendmenos criticos ocupam um lugar especial.
Quando a matéria se encontra em estado critico, as flutuagoes de qualquer observavel
ocorrem em todas as escalas possiveis. O comportamento dos principais observéveis nao
dependem da microscopia, e sistemas tais quais ferromagnetos e fluidos, tao diferentes
do ponto de vista microscopico, tém essencialmente o mesmo comportamento. Esta
ideia de universalidade se encaixa dentro dos comportamentos emergentes que precisam
de principios fundamentais para serem explicados.

Ao longo do livro, pretendemos esclarecer conceitos fundamentais tecidos neste
prologo como mudanga de escala, flutuacdes, universalidade, os quais permearam toda
a fisica tedrica na década do 70/80, e ainda hoje sdo conceitos de extrema relevancia
na nossa compreensao da natureza.

No capitulo §1 introduzimos as principais ferramentas para a descricdo das transi-
¢oes de fase. Descrevendo em detalhe a teoria fenomenolégica de Landau, com vérios
exemplos que ajudam a esclarecer conceitos. Nos concentramos em dois sistemas ti-
picos, os ferromagnetos e os liquidos simples e introduzimos conceitos como universa-
lidade e leis de escala desde o comego. No capitulo §3 estudamos o mesmo problema
desde o ponto de vista microscopico. A ferramenta bésica é a mecénica estatisitica com
a qual descrevemos modelos simples que ajudam a compreender a regiao de aplicabili-
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dade da teoria de Landau. E discutido em detalhe como as aproximacoes usuais falham
a0 nos aproximarmos a um estado critico. Neste contexto, o Grupo de renormalizc¢ao
surge como uma resposta aos problemas que apresenta a criticalidade. Desenvolvemos
esta teoria no capitulo §4. O captitulo §6 é dedicado a um novo tipo de transigao de
fase, chamada de Kosterlitz-Thouless, onde os aspectos topologicos sao fundamentais.
A explicagao desta transi¢ao foi reconhecida com o prémio Nobel em Fisica 2016. No
altimo capitulo, §7 resumimos alguns aspectos dindmicos de transigoes de fase.



Capitulo 1

Transicoes de fase

Desde a época do ensino fundamental, aprendemos que a matéria pode ser encontrada
essencialmente em trés estados: soélido, liquido ou gasoso. O exemplo mais proximo,
com o qual temos contato desde crianca, é a dgua. Normalmente, encontramos a agua
em estado liquido. Porém, se ela for resfriada a temperaturas abaixo de 0°C', seré trans-
formada em gelo, apresentando-se em estado sélido. No outro extremo, a dgua liquida
virara vapor de dgua (estado gasoso) se for aquecida acima de 100°C. Curiosamente, a
composigao quimica da dgua pura (H,0) é exatamente a mesma seja seu estado liquido,
solido ou gasoso. O que muda nestes trés estados sao as propriedades fisicas macrosco-
picas, como por exemplo a densidade, o volume, a fluidez, etc. Esta mudanca radical
do comportamento de uma substancia é um exemplo do fenémeno fisico chamado de
transi¢cao de fase. Outro exemplo é dado pelos materiais ferromagnéticos; compostos
que contém tipicamente ferro (Fe), ou o niquel (Ni). Estes materiais apresentam uma
magnetizagao espontanea. No dia a dia temos contato com este fenémeno ao colarmos
lembrancgas nos pequenos imas de geladeira. Se esquentarmos uma substancia ferro-
magnética acima de uma certa temperatura, a magnetizagao é perdida e o material
deixa de ser um ima. As temperaturas de transicdo dependem do material, mas ge-
ralmente para os imas domésticos ficam entre 300°C' e 500°C. A mudanca de estado,
do estado magnetizado a temperatura mais baixa para o estado "normal"sem magne-
tizagdo a temperaturas mais altas, também é uma transicdo de fase. FEsta transicao
especifica é chamada de transi¢ao ferromagnética/paramagnética. Ao longo dos proxi-
mos capitulos vamos invocar repetidamente estas duas transicoes, pois sao casos muito
intuitivos para sua compreensao. Porém, na natureza existem intimeros exemplos de
transicoes de fase. Além das conhecidas transigoes liquido, solido, gas, também existem
estados intermediarios entre cristais e liquidos chamados de cristais liquidos. Isto abre
a porta para varios outros tipos de transicoes, algumas das quais estudaremos como
exemplos neste capitulo. Existem outras transi¢oes de fase que acontecem quando a
matéria é submetida a condigoes extremas de temperatura, pressao e campo magnético.
Um exemplo importante é a supercondutividade. Os materiais metalicos apresentam
resisténcia a passagem de corrente elétrica, o que se traduz em perdas de energia a
traves de calor. Porém, se eles forem resfriados suficientemente, abaixo dos 30°K ou
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—243°C! para os metais mais simples, o material comeca a conduzir eletricidade sem
perda de energia nenhuma, ou seja sem resisténcia! Isto também ¢é uma transicao de
fase e pode ser explicada pela mesma teoria que descreve a transigao liquido/vapor ou
a transicao ferromagnética. Existem também exemplos de transi¢oes de fase fora da
area da matéria condensada. Em particular as modernas teorias cosmolbgicas estao
fortemente baseadas na teoria de transigoes de fase. Retrocedendo no tempo, antes de
uma centésima de segundo da “criacao” ou “big-bang”, o universo era quente e muito
denso. De fato, a matéria como a conhecemos agora se encontrava em outra fase. A
ideia é que tudo comeco com uma forma simétrica de matéria e, conforme o universo
foi se expandindo e esfriando, varios tipos de transicoes de fase foram acontecendo. Em
cada transicao o universo ficou menos simétrico, o que deu origem & grande variedade
de matéria que conhecemos hoje, como protons, elétrons, etc. Independente dos deta-
lhes especificos, a teoria geral das transi¢oes de fase que abordamos aqui tem aplicagao
direta nas teorias de evolugao cosmologica.

O estudo das propriedades fisicas de uma transigao de fase tem se tornado um as-
sunto fascinante devido a que com poucas ideias muito simples podem ser entendidas
uma grande quantidade de fenémenos aparentemente desconexos de grande complexi-
dade. Existem inimeras propriedades que definem um estado da matéria macroscopica.
Por exemplo, o volume, a densidade, a magnetizacao, a condutividade, a viscosidade,
etc. Estas propriedades geralmente dependem de condigoes externas como tempera-
tura, pressao, campo magnético, campo eléctrico, etc. A teoria que descreve a relagao
entre os observaveis macroscopicos é a termodinamica. Por esse motivo, vamos co-
mecar este capitulo com um pequeno resumo de termodinamica, fazendo énfase no
formalismo necessério para descrever transicoes de fase. Depois, apresentamos a teoria
de Landau para transi¢oes de fase estudando varios exemplos que ilustram o fenémeno
e as técnicas necessarias para sua descrigao.

1.1 Breve resumo de termodinamica

A termodindmica é uma teoria fenomenoldgica, desenvolvida ao longo de muitos anos
de observagoes experimentais. Embora seja uma teoria empirica, ela foi reformulada
a partir de alguns postulados basicos. A termodinamica trata essencialmente das pro-
priedades macroscopicas da matéria em equilibrio. A ideia essencial é que o estado
de equilibrio termodinamico de um sistema pode ser caracterizado por algumas pou-
cas variaveis macroscopicas que nao dependem do tempo. A pergunta essencial que a
termodindmica tenta responder é: qual o estado de equilibrio que um sistema macros-
coOpico atingird, apds alguns vinculos sejam removidos de um sistema. Esta pergunta
pode ser respondida levando em conta postulados muito gerais. Para simplificar a dis-
cussao, a maioria das vezes vamos tratar um tipo de sistema chamado sistema simples
ou fluido puro. Um fluido puro é um sistema macroscopico homogéneo, isotrépico, e
eletromagnética assim como quimicamente inativo. Por outro lado um sistema com-
posto pode ser considerado como um conjunto de fluidos puros separados por algum
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vinculo.

1.1.1 Postulados da termodinamica

e Primeiro postulado

O estado de equilibrio de um fluido puro é completamente caracterizado pela
sua energia interna U, o volume V e a quantidade de matéria, indicada pelo
ntmero de moles, ou o niimero de particulas N. Se o sistema for composto por
um conjunto de k sistemas simples, o estado ficaria caracterizado pelo namero de
particulas de cada componente quimico, Ny, ..., Ng.

e Sequndo postulado

Existe uma funcao chamada “entropia”, que depende de todas as variaveis ex-
tensivas do sistema e é definida para todos os estados de equilibrio. No caso de
um sistema simples, S = S(U,V, N), cujo mdzimo caracteriza a configuracao de
equilibrio do sistema.

e Terceiro postulado

A entropia de um sistema composto é “aditiva’ sobre cada uma das componentes
do sistema. Também, é uma fungdo continua, diferencidvel e monotonamente
crescente da energia.

Para um sistema de & componentes, a propriedade aditiva se exprime como

k
S(Ula‘/lava"wUkvV;caNk):Zsi(Ui7‘/i7Ni) (11)

i=1
Por outro lado, para um fluido simples, a aditividade da entropia implica
S(AU,\V,AN) = AS(U,V,N) , (1.2)

onde A é um nimero real qualquer. Desta forma, a entropia é uma fun¢do homo-
génea de primeiro grau.

e Quarto postulado

A entropia ¢ nula em um estado em que (OU/0S)yy =0

A entropia S(U,V, N) é a equagao fundamental de um sistema termodinamico. Ela
contem a informacao completa do sistema em equilibrio. As propriedades matematicas
expressadas no terceiro postulado implicam que esta funcao pode ser invertida, podendo
escrever a energia interna do sistema como U = U(S,V,N). Esta equagdo também
pode ser considerada fundamental ja que contem exatamente a mesma informagcao
sobre qualquer estado de equilibrio. Podemos trabalhar entao na representacdo de
entropia, ou na representacdo de energia de forma completamente equivalente.
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1.1.2 Variaveis intensivas, potenciais termodinamicos e a trans-
formadas de Legendre

Embora as equagoes fundamentais, tanto a energia interna quanto a entropia, depen-
dem de varidveis extensivas, muitas vezes é conveniente introduzir variaveis intensivas,
que nao dependem do tamanho do sistema. Uma forma intuitiva de introduzir varia-
veis intensivas é derivando a equacdo fundamental. Por exemplo, na representacao de
energia, U(S,V, N), poderiamos considerar a fungao

T(S,V,N) = (%)VN (1.3)

Pela definigao é imediato verificar que T'(S,V, N) ¢ homogénea de ordem zero, isto é:
T(AS,\V,AN)=T(S,V,N) , (1.4)

0 que representa uma variavel intensiva. Da mesma forma, poderiamos ter definido
variaveis intensivas derivando as fungoes fundamentais em relagao a Ve N. Uma das
motivagoes para definir estas varidveis é que elas tem uma interpretacao fisica direta
e, muitas vezes, sa0 muito mais simples de ser determinadas experimentalmente. A
interpretacao fisica surge de forma imediata se compararmos o diferencial exato da
energia interna

a = (29 sy (2Y) av 4 (YY) an (1.5)
) V,N oV S,N ON A%

com a primeira lei da termodindmica, ou o principio de conservacao da energia AU =
AQ+ AW, onde AU é a variacao de energia interna, AQ) é o calor entregue ao sistema
e AW o trabalho realizado sobre o sistema. Considerando que o trabalho posa ter um
origem mecanico e quimico, temos que

AU =TAS — pAV + uAN (1.6)

onde T' é a temperatura, p a pressao e i o potencial quimico. Comparando as equa-
¢oes (1.5) e (1.6) podemos identificar imediatamente a fun¢ao T'(S,V, N) definida pela
equagao (1.3) como sendo a temperatura do sistema. De forma analoga, temos que a
pressao (p) e o potencial quimico (u) vém dados por,

wsvm = (%) wn

W(S,V,N) = (g%)gy. (1.8)

As equagoes (1.3), (1.7) e (1.8) sao chamadas de equagdes de estado do sistema. Devido
a propriedade de homogeneidade da equagao fundamental, é suficiente conhecer duas
equacoes de estado para determinar completamente o sistema.
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E conveniente expressar a equacao fundamental, seja ela na representacio de en-
tropia, seja na representacao de energia, em termos de alguma variavel intensiva. Na
representacao de energia U(S,V, N), gostariamos de substituir a entropia S, que neste
caso é uma variavel extensiva independente, pela temperatura, ja que esta tultima é
mais simples de ser determinada experimentalmente. Devemos entao definir uma nova
funcdo com a informacao completa do sistema termodinamico, cujas variaveis indepen-
dentes sejam (T, V, N), de tal forma que,

U(S,V,N) —s F(T,V,N) .

O procedimento matematico que implementa esta construgao é conhecido como Trans-
formada de Legendre.

e Transformada de Legendre

A transformada de Legendre é uma ferramenta de extrema importancia, utilizada
em varias areas da fisica tedérica. Em mecanica analitica é usada para passar
da formulagao Lagrangiana da teoria, em funcao de posicao e velocidade, para
a versao hamiltoniana, em fungdo de posicao e momento. Na termodindmica
a transformada de Legendre é a base para a definicao de diferentes potenciais
termodindmicos. Na area de teoria de campos e mecinica estatistica ela define a
“acao efetiva” de uma teoria. Por este motivo, vamos fazer um pequeno paréntese
para explicar brevemente seu fundamento geométrico.

Consideremos o caso de uma fun¢ao real de apenas uma variavel real y(t). A va-
riavel ¢ poderia ser considerada como o “tempo” numa analogia com a mecéanica
classica mas, a principio, ela é qualquer variavel real. Supomos também que a
derivada primeira (a velocidade) v(t) = dy/dt é bem definida. Na figura (1.1)
mostramos, como exemplo, uma fun¢ao y(t) crescente e concava. Toda a informa-
¢ao desta curva esta contida nos pares ordenados (¢,y). A ideia é construir outra
fungao f(v), cuja variavel independente seja apenas a velocidade e que seja com-
pletamente equivalente a fungao y(t), ou seja, que possua exatamente a mesma
informacdo. A velocidade v é a reta tangente a curva em cada ponto. Por outro
lado, o mero conhecimento de v nao caracteriza a curva y(t) de forma univoca, ja
que qualquer reta paralela a reta tangente tem exatamente o mesmo valor de v.
Precisamos entao de outra condigao para determinar unfvocamente a curva. Para
isto, chamamos de f ao ponto onde a reta tangente corta o eixo y como indicado
na figura (1.1). Observamos entao que os pares (v, f) caracterizam univocamente
a mesma curva que os pares (¢,y). Uma simples relagdo geométrica nos fornece

fv) =y(t) —vt, (1.9)

onde, a variavel ¢ ja ndo é independente e dever ser substituida por t(v), que é
obtida invertendo a equacao v(t) = dy/dt. Esta transformacao y(t) — f(v) é
conhecida como transformada de Legendre.
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Y

tan O =p

P

Figura 1.1: Transformada de Legendre

Uma propriedade interessante é que se a fungao y(t) é concava, como na figura,
a fungdo f(v) é convexa. Desta forma, a transformada de Legendre muda a
convexidade da fungao.

Utilizando a ferramenta da transformada de Legendre podemos definir o potencial
termodindmico, chamado de energia livre de Helmholtz que é definido por

F(T,V,N)=U(S,V,N) =TS, (1.10)

onde S deve ser considerada como uma variavel dependente S(T',V, N) que é calculada
invertendo a equagao de estado (1.3).
Nesta formulacéao, o diferencial total é,

dF = —SdT — pdV + pudN . (1.11)

Desta forma as derivadas primeiras da energia livre de Helmholtz fornecem as propri-
edades fisicas do sistema como a pressao, a entropia e potencial quimico,

__oF
P="%v

_or
T

OF

) S = ’ MZaTV

(1.12)

TN V,N TV

As derivadas sequndas da energia livre de Helmholtz fornecem observaveis tais como a
compressibilidade
dp

_ap|  oF
T oav

~ 50 (1.13)

T,N T,N
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ou o calor especifico a volume constante,

as
T

L OF

Cv=T - T
V.N or?

(1.14)

V,N

Utilizando o mesmo formalismo, podemos definir outros potenciais termodinamicos,
substituindo algumas das varidveis extensivas pela sua varidvel intensiva conjugada.
Um caso importante é a energia livre de Gibbs, dada por

G(T,p,N)=U(S,V,N) =TS+ pV , (1.15)

onde S e V sao variaveis dependentes, sendo calculadas como a inversa das equagoes
(1.3) e (1.7). O diferencial total da energia livre de Gibbs ¢é

dG = —SdT — Vdp + pudN . (1.16)

As derivadas primeiras fornecem, nesta representacao,

oG
dp

oG
oT

oG

- TN

R (1.17)

T.N »,N Tp

enquanto que as derivadas segundas descrevem quantidades como o calor especifico a
pressao constante

05 0’G
Cp=T— =—-T— (1.18)
oT oN oT? oN
e a inversa da compresibilidade,
Vv 2
oV —% (1.19)
op TN op TN

De forma equivalente podem ser construidas diferentes energias livres dependendo
quais variaveis intensivas independentes sdo usadas. Por exemplo a entalpia é definida
como fungao de (S, p, N) por

H(S,p,N)=U(S,V,N)+pV . (1.20)
ou o grande potencial termodindmico vem dado por
(T, V,u) =U(S,V,N) =TS — uN . (1.21)

como fungao de (7, V, ).

Se o sistema considerado nao for um fluido puro poderiam existir outras variéveis
independentes na definicao da energia. Materiais com momento magnético intrinseco
apresentam uma energia interna que depende da magnetizacao M, que é uma variavel
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extensiva. Neste caso, U = U(S,V,T, M). A variavel intensiva conjugada & magne-
tizagdo é o campo magnético H = 9U/OM. Podemos definir uma transformada de
Legendre para construir uma energia livre

F(T, VN H)=U(S,V,N,M)—-TS - MH , (1.22)
que depende da varidvel intensiva H e nao mais da magnetizacao. O diferencial total é
dF = —SdT — pdV + pdN + MdH . (1.23)

Desta forma, a magnetizacao e a suscetibilidade magnética sao obtidas a partir de

OF oM O*F

M=- L X=m=-
OH TV.N OH 0H? TV

(1.24)

Como os potenciais termodinamicos sao fungoes homogéneas de primeiro grau, sem-
pre tem uma dependéncia com pelo menos uma variavel extensiva independente. Se
fizermos a transformada de Legendre para substituir todas as varidveis extensivas por
intensivas, o resultado seria zero. No caso de um fluido simples teriamos:

U(T,p,u)=U—-TS+pV —uN =0, (1.25)

que é conhecida como relagao de Euler da termodindmica. Dado que os potenciais sao
extensivos, é imediato deduzir, a partir da relacao de Euler,

—p(T, /j’) - f(Tu n) - Hn, (126)

onde a densidade n = N/V e f(T,n) = F(T,V,N)/V é a densidade de energia livre de
Helmholtz. Nesta tultima equagao, a variavel n tem que ser substituida por p invertendo
a relagao

_9f(T,n)
- on

E atil, em alguns casos, definir uma funcao de varidveis intensivas independentes

(1.27)

W(T,n,n) = f(T,n) — un . (1.28)

A pressao, dada pelas equagoes (1.26) e (1.27), pode ser rescrita como a propria fungao
W, calculada na sua densidade minima,

_p(Ta ;u) = W(T7 n, M)‘”:nmin ) (129)

sendo que ny;, € justamente a solugdo da equagdo de estado (1.27). Usaremos esta
funcao para analisar a transicao liquido-vapor na segao 2.

Temos portanto que a estrutura de uma teoria que descreve o equilibrio termodiné-
mico ¢ baseada em pares de variaveis conjugadas, por exemplo, (S,7T), (V,p), (N, ),
(M, H), etc. As energias livres, ou também chamados potenciais termodinamicos, sao
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descritos em termos de uma das varidveis destes pares, consideradas como indepen-
dentes, enquanto que a variavel conjugada é definida como a derivada primeira do
potencial termodindmico. Os diferentes potenciais sao relacionados via uma transfor-
magao de Legendre. Frisamos novamente que todas as formulagdes sao completamente
equivalentes, o uso de uma u outra representacao depende do problema a ser tratado,
ou seja, de quais sao as variaveis mais convenientes a ser consideradas como indepen-
dentes. Como regra geral, tentamos escolher como variaveis independentes aquelas
quantidades que s@o constantes no sistema em estudo. Isto reduz a dimensionalidade
do problema matemético a ser resolvido.

1.2 Classificacao de transicoes de fase

Devido & conservacao da energia ou, & primeira lei da termodindmica, a energia livre
em qualquer representacao é, por definicdo, uma funcao continua. Em uma transicao
de fase a energia livre apresenta singularidades para valores especificos das variaveis
independentes. Desta forma podemos classificar as transi¢des de fase classificando o
tipo de singularidades que aparecem. O caso mais evidente é quando alguma das
derivadas primeiras da energia livre é descontinua. Neste caso, a transicao de fase
é chamada de transicdo de primeira ordem ou descontinua. Transicoes de fase de
primeira ordem sao aquelas que envolvem um calor latente. Durante a transicao, o
sistema absorve ou liberta energia, sendo que a temperatura do sistema permanece
constante. Na transicao descontinua, o sistema apresenta coexisténcia de fases. Isto é,
algumas partes do sistema completaram a transi¢ao e outras nao. A fusao do gelo ou a
ebulicao da 4dgua sao os exemplos mais proximos de transicoes de primeira ordem com
0s quais convivemos a diario.

Pode acontecer também que as derivadas primeiras da energia livre sejam continuas
mas as deriwadas sequndas apresentem singularidades. Neste caso, a transi¢ao de fase é
chamada de sequnda ordem ou continua. No geral, a transicao de segunda ordem é ca-
racterizada por uma suscetibilidade divergente, um comprimento de correlagao infinito
e um decaimento das correlacoes em forma de lei de poténcia. Exemplos de transi¢oes
de fase de segunda ordem sao a transigao ferromagnética, a transicao supercondutora
e a transicao superfluida.

Uma forma intuitiva de entender a diferenca entre os dois tipos de transigao surge
da observacao da variacao da energia livre de Gibbs, quando variamos a temperatura
de forma infinitesimal. A variacdo G nao pode ser descontinua devido a conservagao
da energia. Entdo, se definindo a densidade de energia livre ¢ = G/V, a variacao de
energia podera ter duas origens diferentes, ora muda a densidade de energia G = Vg
ora muda o volume dG = gdV. No primeiro caso, a transi¢ao de fase sera de segunda
ordem enquanto que no segundo caso a transicao serd de primeira ordem. No caso de
primeira ordem, a variagao do volume ocorre porque a nova fase aparece localizada em
regides do material como mostrado na figura (1.2). Aparecem assim bolhas da nova
fase dentro da fase original. O volume desta bolha tem energia menor que a inicial.
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Figura 1.2: A transicdo de primeira ordem, B transicdo de segunda ordem

Por este motivo, as bolhas tendem a crescer para minimizar a energia livre. Este
crescimento é proporcional ao volume da bolha ~ 7? (onde r é o raio da bolha). Por
outro lado, a tensao superficial contribui de forma positiva para energia, crescendo com
a area ~ r2. Desta concorréncia entre um efeito volumétrico e outro superficial surge
um raio critico, acima do qual as bolhas nucleadas crescerao ocupando todo o espago,
completando desta forma a transicao de fase. Neste contexto as duas fases podem
coexistir na temperatura de transicdo. Quando a transicdo é realizada completamente,
as variaveis termodindmicas mudam descontinuamente, caracterizando uma transicao
de fase de primeira ordem. Quando a mudanca da energia livre ocorre através da
densidade de energia, G = Vdg, a mudanca de fase acontece em todo o volume de
forma uniforme. E claro que neste caso ndo pode haver coexisténcia de fases, é as
propriedades termodindmicas mudam continuamente na transicdo. Se produz entao
uma transicao de segunda ordem. Ao longo deste capitulo veremos exemplos onde
poderemos detalhar com maior precisdo todos estes conceitos.

Existem também transi¢oes de fases com caracteristicas muito peculiares. O exem-
plo mais famoso é a transi¢ao de Kosterlitz-Thouless. Esta transicao pode ser conside-
rada continua mas de ordem infinito, j4 que néao existem singularidades nas derivadas
da energia livre. Ainda, como veremos mais adiante, nao existem simetrias quebradas
na transicao. Nesta classe de transi¢oes a topologia desempenha um papel fundamen-
tal. Estudaremos em detalhe estos aspectos no capitulo §6. Muitas transi¢oes de fase
quantica, por exemplo, em gases de electroes bidimensionais, pertencem a esta classe.

1.3 Diagrama de fases

Um diagrama de fase € uma maneira conveniente de representar as diferentes fases que
pode apresentar um sistema termodinamico. Essencialmente, as fases sdo apresentadas
por regiodes geométricas num grafico cujas coordenadas sao as variaveis termodinamicas
externas, isto é, aquelas que podem ser manipuladas experimentalmente. O limite
entre as regides, que podem ser pontos, retas ou ainda superficies, representam as
transicoes de fase. Nesta secao, a titulo ilustrativo, mostramos dois exemplos tipicos,
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paramagnet
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ferromagnet

Figura 1.3: magnet

Figura 1.4: magnet-ISO

o ferromagneto uniaxial e o fluido simples, os quais ajudam a visualizar os principais
conceitos contidos num diagrama de fases.

1.3.1 Ferromagnetos uniaxiais

Na figura 1.3 é mostrado o diagrama de fases tipico de um ferromagneto uniaxial. Os
eixos de coordenadas sao a temperatura 7', no eixo horizontal, e o campo magnético
externo H no eixo vertical. Para H # 0 o sistema apresenta uma magnetiza¢ao M na
mesma dire¢ao que H, é a chamada fase paramagnética do sistema. Quando H — 0,
o sistema pode apresentar magnetizacao, ou nao, dependendo da temperatura. Para
temperaturas altas T' > T, o sistema se encontra em um estado desordenado com
M = 0. Para baixas temperaturas T' < T,, o sistema apresenta uma magnetizacao
espontanea, mesmo com H = 0. Esta é a fase ferromagnética. Na figura, a linha obs-
cura representa uma linha de transicao de primeira ordem que acaba num ponto critico
onde é de segunda ordem. Para compreender este comportamento, basta observar as
isotermas da magnetizagdo em func¢do do campo magnético aplicado (fig. 1.4). Para
temperatura menores que a critica a magnetizagao muda descontinuamente de sinal ao
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Figura 1.5: H20

atravessarmos o eixo H = 0. Para H = 0 existe uma magnetizagao espontanea, po-
rém, o sinal da magnetizacao depende da histéria da transigao. Ou seja, se colocarmos
um pequeno campo magnético positivo de depois fazemos o limite H — 07, a mag-
netizagao serd positiva. Se por sua vez, se aplicarmos o campo na dire¢ao contréria
e depois fizermos H — 07, obterfamos uma magnetizacao negativa. Esta desconti-
nuidade na magnetiza¢ao (que é uma derivada primeira da energia livre), caracteriza
uma transicao de fase de primeira ordem. Conforme a temperatura cresce, a salto
da descontinuidade fica menor, até desaparecer exatamente no ponto critico. Neste
ponto, a transicao entre magnetizacao positiva e negativa se da de forma continua e
exatamente no ponto critico, ela é zero. Porém, como pode ser observado no grafico,
OM/OH — oo no ponto critico. Isto caracteriza uma transi¢cdo de segunda ordem.
Acima da temperatura critica nao existem mais descontinuidades nem da energia livre
nem suas derivadas.

1.3.2 Fluidos simples

Na figura 1.5 mostramos o diagrama de fases tipico de um fluido simples (neste caso
H,0). As variaveis termodinamicas externas sao a temperatura e a pressao. Este di-
agrama € um pouco mais complicado que o diagrama do ferromagneto dado que aqui
existem trés possiveis fases: liquida, solida e gasosa. A pressdo atmosférica (~ 10°Pa) e
a temperatura ambiente (~ 300K), a 4gua se encontra em estado liquido, caracterizado
essencialmente pela sua densidade p. Se aumentarmos a temperatura ou abaixamos
a pressao, a adgua sofrera uma transicao de fase para o estado gasoso, caracterizado
por uma densidade muito mais baixa. Se pelo contrario abaixamos a temperatura, a
transigao de fase sera ao estado solido (gelo). Existe entdo um ponto onde as trés fases
podem coexistir, ¢ o chamado ponto triplo da agua. Este ponto é um exemplo dos
pontos multicriticos. Este ponto pode representar uma coexisténcia de trés fases, ou
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Figura 1.6: H20-ISO

uma nova fase da matéria completamente diferente as anteriores. Para determinar qual
destas duas opcoes é a correta, é necessério realizar uma analise mais sofisticada, ape-
lando ao “grupo de renormalizacdo” que estudaremos neste curso. A linha de transicao
liquido-vapor acaba em um ponto critico onde ja nao é mais possivel distinguir entre
estado liquido e gasoso. Esta linha é uma linha de primeira ordem, anéloga a linha de
transicao do ferromagneto uniaxial. Para observar isto é suficiente estudar as isotermas
pressao/densidade como mostra a figura 1.6. Para baixas temperaturas, T < T, existe
uma coexisténcia de duas fases com densidades alta (liquido) e baixa (gas). Esta des-
continuidade é equivalente a mostrada na figura 1.4 para a magnetizagao. Conforme
nos aproximamos ao ponto critico, a descontinuidade vai se reduzindo até desaparecer,
precisamente no ponto critico. Neste ponto, a transi¢cao é continua. Observamos entao
que, perto do ponto critico, a transigao liquido/gas é muito parecida com a transigao
ferromagnética. De fato se identificarmos

pL—pe — M (1.30)
P H (1.31)

tanto o diagrama de fases das figuras 1.3 e 1.5 quanto as isotermas 1.4, 1.6 tém a
mesma topologia.



Capitulo 2

(Quebra espontanea de simetria e
parametros de ordem

Uma fase termodinamica pode ser caracterizada por propriedades locais ou globais. As
propriedades locais podem ser determinadas pelo comportamento de uma func¢ao na
vizinhanga de um ponto no espaco. Neste tipo de abordagem, a simetria desempenha
um papel fundamental na descrigao tanto das fases quanto das transi¢oes de fase. Con-
trariamente, propriedades globais envolvem integrais de fungoes estendidas ao sistema
todo. Neste caso, a caracterizagdo matemaética relevante é a topologia. Temos assim
duas maneiras de caracterizacao de fases completamente diferentes. Chamamos estas
fases de topoldgicas e nao-topologicas para diferencia-las. Neste capitulo comegamos
o estudo das transicoes de fase nao-topologicas, onde a simetria é a base para a cons-
trugao da teoria. No capitulo §6 estudaremos um caso onde a topologia é o elemento
central.

O conceito de simetria e consequentemente os conceitos de ordem e desordem po-
dem ser entendidos intuitivamente analisando o caso do ferromagneto uniaxial que ja
introduzimos na secao anterior. Um material ferromagnético pode ser visualizado como
um conjunto de pequenos dipolos magnéticos que estao alinhados segundo um eixo. O
dipolo que é uma quantidade vetorial, pode apontar em qualquer uma das duas dire-
¢oes do eixo. E costume chamar a estas direcoes de acima e abaizo, se pensarmos que
o eixo no qual os dipolos se alinham é o eixo z num sistema de coordenadas cartesi-
anas. Consideramos que quando o dipolo aponta para cima a momento magnético é
positivo. Contrariamente, o sentido negativo é o dipolo apontando para abaixo. Na
figura 2.1 mostramos uma representacao tipica de dipolos em uma dimensao espacial.
A magnetizagao do sistema, M, é simplesmente a soma de todos os momentos dipolares
do sistema. E claro que se a maior parte dos dipolos apontam, digamos pra cima, a
magnetizagao serd positiva. Se a magnetizacao for negativa, significa que a maioria dos
dipolos apontam pra baixo. Por outro lado, se tivermos uma configuragdo com a me-
tade dos dipolos alinhados na dire¢ao positiva e a metade na negativa, a magnetizacgao
seria nula. A magnetizacdo méaxima é obtida quando todos os dipolos estdao ordenados
apontando em alguma das duas direcoes possiveis.

18
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Figura 2.1: Configuracao de dipolos num ferromagnéto uniaxial unidimensional.

Note que, se M # 0, significa que existe certo grau de ordem no sistema, isto é, em
média temos uma quantidade maior de dipolos alinhados em uma direcao do que na
diregao contraria. Por outro lado, se M = 0, nossa representagao nos leva a visualizar
que os dipolos estao organizados de forma aleatéria sem nenhuma ordem particular.
Por este motivo, a fase onde o sistema apresenta uma magnetizacao M # 0 é chamada
de fase ordenada, enquanto que a fase sem magnetizacao, M = 0, é a chamada fase
desordenada. Neste sentido, a magnetizacao M é chamada de pardmetro de ordem,
isto é, um parametro que mede a ordem existente no sistema. Podemos entender
agora a transicao de fase ferromagnética como uma transicao ordem-desordem. Para
temperaturas altas, as flutuagoes térmicas fazem com que os dipolos se encontrem
desordenados, produzindo uma magnetizagao nula, M = 0. Isto é, a temperaturas
altas o sistema se encontra na fase desordenada. Abaixo de uma certa temperatura
critica T,, dominos de dipolos comega a se ordenar produzindo M # 0. Vemos que
para baixas temperaturas sistema se encontra numa fase ordenada. Desta forma, a
diminuicao da temperatura leva a uma tendéncia a ordenar o sistema. Existe um
aspecto importante que ainda nao temos comentado. Na fase ordenada a magnetizacao
¢ diferente de zero, porém ela pode ser positiva ou negativa. Na auséncia de campo
magnético as duas orientagoes sdo igualmente provaveis. Isto significa que a energia
do sistema nao depende do sentido da orientacao da magnetizagao. Se pensamos em
uma configuracao particular, como por exemplo a da figura 2.1, e trocamos os dipolos
positivos pelos negativos e vice versa, a configuracido obtida deve ter exatamente a
mesma energia que a original. Isto define uma simetria no sistema. Se definirmos a
energia livre em fungao do parametro de ordem F(T, M), ela satisfaz que F(T, —M) =
F(T,M). Por outro lado se, em vez de olharmos a energia livre focamos o estado de
energia minima, encontramos a seguinte situacgao: na fase desordenada, M = 0, o que
representa uma fase obviamente simétrica, isto é, se trocarmos a direcao do todos os
dipolos, a magnetizacao continuaré sendo nula. Por outro lado, na fase ordenada nao
acontece o mesmo. Suponha uma magnetizagao positiva M = My > 0, se trocarmos a
orientagao dos dipolos obtemos M = —M, < 0. Ou seja, o estado de energia minima
nao é simétrico na fase ordenada. Observe que a energia livre sempre é simétrica,
j& que ela nao muda ao variarmos a temperatura, ela representa sempre o memos
sistema fisico. Porém, o estado fundamental nao respeita a mesma simetria na fase
ordenada. Se diz entao que ouve uma quebra espontinea da simetria. A transi¢ao de
fase desordenada/ordenada pode ser entendida também como uma transi¢ao de uma
fase simétrica para uma fase com simetria quebrada.
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O mecanismo descrito de quebra esponténea de simetria nao é proprio de este
exemplo particular. Consideremos uma situacido levemente diferente. Imagine que o
ferromagneto ja nao é uniaxial, permitindo que a magnetizacao possa se orientar em
qualquer eixo no espago. Neste caso o parametro de ordem é um vetor M. Na auséncia
de um campo magnético externo ou de anisotropias intrinsecas do material, todas
as orientacoes serdo igualmente provaveis. Desta forma, a energia livre deveria ser
invariante perante rotacdes continuas da magnetizacao; F(T, RM) = F(T, M) , onde
RM significa o vetor obtido ao aplicarmos uma matriz de rotacao R ao vetor M. Se diz
entao que a energia livre é invariante perante o grupo de rotag¢oes; o grupo ortogonal
em trés dimensoes O(3). Da mesma forma que no caso uniaxial, a fase desordenada
é simétrica ja que M = 0, sendo obviamente invariante perante rota¢oes. Porém, na
fase ordenada M = Mo. O estado magnetizado ja nao é simétrico pois se rotarmos os
eixos, obtemos uma outra magneitzacao M = RMO. A aparicao da fase ordenada ao
diminuirmos a temperatura produz uma quebra espontanea da simetria.

Tendo estas ideias intuitivas como guia, podemos formular uma teoria geral para
descrever transigoes de fase em termos de quebra espontanea de simetrias. O primeiro
paso é definir um parametro de ordem, ¢. Este pardmetro de ordem deve transformar
segundo uma representacao irredutivel de um grupo de simetria G. Desta forma ¢’ =
Go¢. Por definicao ¢ = 0 representa a fase simétrica ou desordenada, sendo que ¢ # 0
é a fase ordenada ou com simetria quebrada. Nos exemplos anteriores, no caso do
ferromagneto uniaxial, o parametro de ordem ¢ = M, e o grupo de simetria é o grupo
discreto de duas componentes Z,. Ja no caso do ferromagneto em R3, o parametro de
ordem M é um vetor, isto é, uma das representacoes irredutiveis do grupo ortogonal
O(3).

As propriedades do sistema ficardo definidos por uma energia livre que depende do
parametro de ordem e a temperatura. Quase sempre podemos imaginar um parametro
de ordem que seja razoavelmente homogéneo na fase ordenada. Nesse caso, a energia
livre ficara escrita genericamente em termos de uma fungao local, como

F= [t f(T6() +c /d%;ﬁqﬁ(az)\z (2.1)

onde f é a densidade de energia livre e o segundo termo € a energia necessaria para pro-
duzir pequenas inhomogeneidades da fase ordenada. ¢ é um parametro fenomenologico
que mede a ordem de grandeza de essa energia. Estamos supondo que na fase ordenada
¢ homogeénea, ¢(x) = ¢, entdao F' = V f(T,¢). A ideia da expansido de Landau é que
muito perto da transigao de fase, |¢| << 1, ja que na fase desordenada ele é zero. (|¢|
significa a norma do parametro de ordem no espago em que estivermos trabalhando).
Podemos fazer entao uma expansao em serie de Taylor da densidade de energia livre
em termos do parametro de ordem

F(T,0) = F(T) + 5r6" — w6’ +us' + .. (22)

Nesta equagao, f(7') é a densidade de energia livre na fase desordenada, onde ¢ = 0.
Para a descricao da transicao de fase nao é necessario conhecer esta funcao ja que o
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que interessa é a diferenca Af = f(T,¢) — f(T). Os coeficientes r,w,u a principio
dependem da temperatura. Também, deve ser notado que a equagao (2.2) é expressa
numa notacao simbolica, ou seja, ¢? significa a combinacao quadratica mais geral que é
invariante perante o grupo de simetrias G. O mesmo acontece com as outras poténcias.
Note também que nao é possivel escrever um termo linear ~ ¢, ja que a energia livre
deve ser simétrica em relacio ao grupo G. E claro que um termo linear poderia aparecer
no caso de uma quebra explicita da simetria, como por exemplo na presenca de um
campo magnético externo. De posse da energia livre, podemos escrever a equagao de
estado,

h = or = r¢ — 3wd? + dug? (2.3)

99|,
onde h é a variavel conjugada ao pardmetro de ordem ¢. No caso do ferromagneto, h
é 0 campo magnético.

Tendo uma expressao fenomenologica para a energia livre e consequentemente uma
equagao de estado, podemos obter qualquer observavel termodindmico a partir desta
teoria. A continuagao vamos explorar com mais detalhes diferentes exemplos da teoria
de Landau para transicoes de fase.

2.1 A transicao ferromagnética

Voltamos a considerar o caso do ferromagneto uniaxial agora com um pouco mais de
detalhe. Apenas para lembrar as condi¢oes do sistema, consideramos um material
ferromagnético onde a magnetizacao M pode estar alinhada apenas em um eixo que
podemos escolher como o eixo z. Porém, a magnetizacao pode estar orientada ao
longo do eixo positivo ou negativo. A energia livre deve ser entdao simétrica perante
a transformagao M — —M. Isto corresponde ao grupo de transformagoes G = Zs, o
grupo discreto de dois elementos. Isto forca a que na expansao em serie de Taylor da
densidade de energia livre, equagao (2.2), apenas podem existir termos com poténcias
pares, ja que qualquer termo com poténcia impar quebraria explicitamente a simetria
Z5. Temos entao que,

f(T,M) = f(T) + %r M? +u M+ ... (2.4)

Nesta expansao supomos que u > 0, o que permite cortar a serie de Taylor nessa
poténcia. Se por qualquer motivo © < 0, devemos considerar o termo ~ M9 para
garantir a estabilidade da teoria. Esperamos que para baixas temperaturas um estado
ferromagnético, portanto deveriamos ter pelo menos um minimo de f diferente de zero.
Para lograr isto permitimos que o coeficiente do termo quadratico mude de sinal em
una temperatura 7,:

r=a(T—1T,) (2.5)

onde a é uma constante positiva qualquer. A fungao f(M) para diferentes temperaturas
¢ mostrada na figura 2.2. A primeira observacdo é que a energia livre tem simetria
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T2 T,

Figura 2.2: f-Ising

M — —M qualquer que seja a temperatura. Para r > 0, ou T" > T,, a energia livre
tem apenas um minimo em M = 0 como é mostrado na figura. Para T' < T, ou r < 0,
a funcdo desenvolve dois minimos com energia degenerada. Isto é a marca principal
da quebra espontanea de simetria. A aparicao de dois minimos é associada ao grupo
de simetria Z5. Exatamente na temperatura critica 7' = T, ou r = 0, o curva tem
um minimo com curvatura zero, o que sinaliza o ponto de transicao ou ponto critico.
Podemos estudar de forma quantitativa este comportamento a traves da equacao de
estado (2.3), no caso ela tem a seguinte forma,

of
= — =7r M+ 4u M3 2.
h o = + 4u , (2.6)
onde h é o campo magnético.
Para h = 0 as solugoes sao:
0 se T >T1T,
M = (2.7)

+(—r/4u)? se T < T,

obtendo de forma explicita o valor dos minimos descritos na figura 2.2. Para obter
explicitamente M (T'), substituimos o valor de r para T' < T, obtendo

M ~ (T, —T)"?O(T. - T) (2.8)

onde ©(T, — T') é a fungdo de Heaviside. A func¢do da equagao (2.8) é mostrada na
figura 2.3. Portanto, o comportamento do parametro de ordem com a temperatura
(para T' < T,) é uma lei de poténcias dada por M ~ (T. — T)?, onde 3 ¢ chamado de
expoente critico. A teoria de Landau prediz § = 1/2 para o ferromagneto com simetria
Zs.
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A suscetibilidade pode ser calculada derivando implicitamente a equacao (2.6) em
relacao a h,

oM
oh
Substituindo o valor de M dado pela equagao (2.7) obtemos

[+ 12uM?] 1. (2.9)

oM 1/r se T>T,

= = (2.10)

X
1/2|r|) se T <T.

Portanto, a suscetibilidade também é uma lei de poténcias perto da transicdo de fase
com a forma,
X~ |T—-T,". (2.11)

A teoria de Landau prediz v = 1 para o presente exemplo.
A dependéncia de M (h) com o campo magnético h na temperatura critica T,, pode
ser calculada facilmente da equagdo de estado (2.6). O resultado é

h 1/3
M = (4) ~ hY°, T=T. (2.12)
Uu

onde § = 3 é outro expoente critico.

O calor especifico
0*f
o1?
também pode ser calculado de forma simples nesta aproximacao. Na equacao 2.4,
observamos que a energia livre tem essencialmente dois termos. O primerio é uma
funcdo analitica da temperatura e o segundo contem a dependéncia no parametro de
ordem. Portanto, o calor especifico também tera duas contribui¢des. Uma contendo
uma func¢io monétona —T' (9% f(T)/0T?), a qual da conta dos graus de liberdade que
nao dependem do ordenamento, e a outra contribuigao, ¢y = —T(9*f(T, M)/OT?,
contém a informacao dos graus de liberdade que intervém na transicao de fase. Dado
que f(T, M) € negativa para T < T, e zero para T > T,

Cy=—-T (2.13)

0 se T >T1T,
(T, Myin) = , (2.14)
—r?/(16u) se T <T.

o calor especifico ¢y sera positivo como ditam as condicoes de estabilidade termodina-
mica.

0 se T >T,
v = (2.15)
Ta*/(8u) se T <T,

Vemos que esta componente do calor especifico tem uma descontinuidade em T = T,
indicando a presenca de uma transicao de fase de segunda ordem.
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X Cy

0 T-T, 0 T-T.
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0 = T 0 T-T,
(c) (d)

Figura 2.3: derivatives-Ising

A magnetizacao, suscetibilidade e calor especifico em fun¢ao da temperatura sao
mostrados na fig. 2.3. Observamos o comportamento tipico de uma transicao de fase
de segunda ordem, isto é, o parametro de ordem cresce continuamente na temperatura
critica, enquanto que as derivadas segundas como a suscetibilidade e o calor especifico
tem singularidades. A suscetibilidade apresenta uma divergéncia e o calor especifico é
descontinuo de acordo com a teoria de Landau.

suscetibilidade nao-local e comprimento de correlacao

Podemos ter uma visdo mais profunda da transicao de fase estudando pequenas de-
formagoes locais do parametro de ordem. Para isto consideremos que a magnetizacao
pode flutuar com a posi¢ao, M = M (x). A energia livre tera a forma

F[M] = /ddx c|VM| + %r M2(z) + u M*(z) (2.16)

onde o parametro ¢ mede a energia necessaria para produzir uma flutuagao suave

em torno do valor homogéneo da magnetizacao. Para escrever esta energia livre tem

sido desprezados termos proporcionais & derivada segunda do parametro de ordem.

Observamos agora que F'[M] é uma funcional da magnetizagao M (z). Podemos definir
entao a equacao de estado,

_ OF[M]

@) =530

onde ¢ significa derivada funcional e h(x) é um campo magnético inhomogéneo.

(2.17)



Daniel G. Barci - DFT-UERJ - 2020 25

A suscetibilidade nao local é definida por

n_ OM(x)
x(z,2') = Sh(z’)

(2.18)

representando a variacao da magnetizagao num ponto z, devido a variagao do campo
magnético num outro ponto x’. Muitas vezes, resulta mais simples calcular primeiro a
inversa da suscetibilidade que é definida como

i N Oh(x) 0°F

(2.19)

onde na ultima igualdade fizemos uso da equagao de estado (2.17). Calculando expli-
citamente x~! usando as egs. (2.19) e (2.16) obtemos

Xz, ') = (7" + 12uM? — CVZ) §(x —a'). (2.20)

Para inverter o operador diferencial no regime em que M é homogéneo, é mais simples
trabalhar no espaco de Fourier,

X Hq)=r+12u M?> +cq*. (2.21)

A inversao agora é direta, obtendo

1
= 2.22
x(q) RERTIS VeE R (2.22)
a qual pode ser rescrita como
X
x(q) = —F—, 2.23
D= e 22
onde x é a suscetibilidade local dada pela equagao (2.10), e
R (c/r)/? se T>T.
(2.24)

f: ——
VI I2uM? Lo se T < T,

é o chamado comprimento de correlacao.

A existéncia de um comprimento de correlacao £ pode ser deduzido simplesmente
por argumentos dimensionais. Considere a energia livre F' da eq. (2.16). Se M for
adimensional, entdao 7 tem unidades de (energia) x (comprimento)~ ([r] = [EL™9)).
Portanto [c] = [EL??]. Entdo (c¢/r)'/? ~ ¢ deve ter unidades de comprimento. Com
estes argumentos podemos introduzir um comprimento que nao dependa da tempera-

tura como 1
c ! c \/2
o = (T(T:O)) = (aTc> (2.25)
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Este comprimento define a escala microscopica, ja que as constantes fenomenoldgicas
¢, a, T, s6 podem ser determinadas conhecendo detalhes microscopico do sistema. Perto
da transigao de fase, o comprimento de correlagao, eq. (2.24) escala com a temperatura
da seguinte forma,

—v

T—-1T,
=6 |

A combinagao t = (T'—1T,)/T. é chamada de temperatura reduzida, sendo ela adimen-
sional [t] = 1. ¢t > 0 representa temperaturas acima da temperatura critica, enquanto
t < 0 para temperaturas abaixo da critica. O expoente v, também é chamado de expo-
ente critico e, na presente aproximacao tem o valor v = 1/2. E interessante observar
que, conforme nos aproximarmos do ponto critico ¢ — 0, o comprimento de correlagao
é arbitrariamente grande. Mostramos este comportamento na figura 2.3.

Para comprender o significado fisico do comprimento de correlagao, calculamos a
suscetibilidade no espago real. Para isto temos que calcular a anti-transformada de
Fourier

(2.26)

x(z — a’) X/ & fqz) ) (2.27)
A integral pode ser re-escrita como
X(@ —a') = ¢ o — 2|7 DY (jo — 2| /€) (2.28)
onde 0 dQ), eizcost
Y(n) = /0 dz zd_l/ (27T;ld;+77 , (2.29)

sendo df2; a medida de integracao sobre os 4ngulos de uma esfera de dimensdo d. Em
trés dimensoes esta integral tem o valor,

1
Y(n)=—e" d=3. 2.30
()= e 3 (230)
Portanto a suscetibilidade é
1 e le—z'l/g
x(z—2') = c (2.31)

dme |z — 2|

Observamos que x(z — 2) ¢ uma funcao decrescente de |z — 2/|. Longe do ponto
critico o funcao vai para zero de forma exponencial. Isto significa que para distancias
|z —a'| > &, asuscetibilidade é praticamente zero. Porém, conforme nos aproximarmos
do ponto critico, £ — oo e, na temperatura critica a suscetibilidade tem a forma de
uma lei de poténcias, . .

S EE— 2.32
dme|x —a!| (2:32)

X(x —a') =
A suscetibilidade ainda e decrescente, mas decresce muito lentamente nao tendo uma
escala caracteristica. Esta lei de escala, é recorrente em qualquer transicdo de fase
continua. No decorrer do texto vamos entender melhor os motivos para que isto ocorra.
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E importante ainda analisar o significado fisico da suscetibilidade néo local para
se ter uma compreensao mais apurada do comprimento de correlagdo. Considerando
a aplicagao de um campo magnético muito pequeno podemos supor que a variagao da
magnetizagdo e o campo magnético sao proporcionais, é a chamada teoria de resposta
linear, ela nos diz que

SM(z) = / ' y(z — ') h(z') . (2.33)

Se ainda aplicamos um campo localizado na origem, algo assim como um solenoide de
comprimento infinito mais de raio infinitesimal, h(z) = hd(z), a magnetizagao na fase
desordenada (1" > T,) sera

M(z) = hx(z) . (2.34)

Portanto, suscetibilidade nao local é essencialmente a magnetizacao produzida num
ponto ¥, devido a um campo magnético local aplicado na origem de coordenadas.
Neste sentido, ela é uma medida da correlacao entre os graus de liberdade do sis-
tema. Se |Z] >> &, a magnetizagdo é praticamente zero, ja que a suscetibilidade decai
exponencialmente. Isto é, um campo magnético local apenas influencia os graus de
liberdade que se encontram a uma distancia |Z| < £. Porém, perto do ponto critico,
onde & — 0o a magnetizacao é diferente de zero em toda a mostra, o que reflete que
os graus de liberdade da amostra toda s@o correlacionados. Esta é a ideia fundamental
que caracteriza um ponto critico. O fato que todos os graus de liberdade, em todas as
escalas, sdo correlacionados produzem a beleza de este estado da matéria, assim como
todas suas dificuldades para una descricao tedrica consistente.

2.2 A transicao liquido-gas

A transicao liquido-gas, em muitos aspectos é similar & transi¢do ferromagnética. De
fato, nos dois casos existe uma linha de transicao de primeira ordem que acaba num
ponto critico. Por esse motivo é interessante comparar os dois casos. Os diagramas de
fase, perto do ponto critico, estao indicados na fig. 2.4 No caso da transi¢cao ferromag-
nética, a magnetizacao no ponto critico é m,. = 0. Portanto, o parametro de ordem
M pode ser escrito como M = m — m,.. A linha de coexisténcia é a reta h = 0, e
o ponto critico fica determinado por (h = 0,m, = 0,7 = T.). No caso da transigao
liquido/vapor, o diagrama tem a mesma topologia. Podemos definir o parametro de
ordem de forma parecida ao caso ferromagnético como ¢ = n — n., onde n. é a densi-
dade no ponto critico, que agora fica definido por (p., ¢, n.). As duas transi¢des tém
algumas diferencas mais o menos 6bvias. A transicao ferromagnética, como descrita
anteriormente, é de segunda ordem, enquanto que a evaporacgao de dgua normalmente
observada é obviamente de primeira ordem. A diferenca reside nos diferente “caminhos”
nos quais a transi¢ao é realizada. Na figura (2.4) mostramos alguns caminhos equiva-
lentes nos dois tipos de transi¢do. No caso mais intuitivo da adgua fervendo, geralmente
0 processo é observado a pressao constante. Neste caminho, a transicao é claramente
de primeira ordem. O caminho equivalente no caso ferromagnético, seria uma reta
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Figura 2.4: Caminhos

obliqua no plano H — 1" como mostra a figura. Neste caso, a transicao também seria de
primeira ordem. A transicido de segunda ordem no ferromagneto é observada quando o
caminho se faz ao longo da linha h = 0 que, para temperaturas baixas, coincide com a
linha de coexisténcia. O caminho equivalente para um fluido seria uma transformagao
isocorica (volume constante, ou equivalentemente n =constante), que passe pelo ponto
critico. Ou seja, o caminho deveria ser realizado ao longo da linha n = n.. A diferenca
principal entre os dois diagramas de fase é que a linha de coexisténcia, em um caso é
reta ao longo do eixo da temperatura e, no outro caso, é uma curva de volume cons-
tante. Portanto, para descrever a transicao liquido-vapor perto do ponto critico usando
uma teoria de Landau, como no caso anterior, terfamos que, primeiramente, identificar
o ponto critico (ne, pe, Te.), logo depois identificar a equagao da isocorica n = n.., para
finalmente escrever a energia livre em termos dos desvios do pardmetro de ordem sobre
esta linha.
Comegamos considerando o grande potencial termodinamico

O(T,V,p) = F(T,V,N) — uN (2.35)

onde N tem que ser escrita em termos de p invertendo a equagao

oF
= — . 2.
H=oN (2.36)
As correspondentes equacoes de estado sdo
0P 0P
p= N=—— (2.37)

)% ol
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Dado que ® é extensivo pode ser rescrito em termo de densidades como
onde f = F/V en = N/V. Desta forma a equagao de estado é

0P
v —p(T, p) = f(T,n) — pun (2.39)
com n = Jdf/opu.

Queremos definir uma densidade de energia livre que tenha uma dependéncia no
pardmetro de ordem. Para isto definimos a fungao,

w(T, p,n) = f(T,n) — un (2.40)

como foi descrito na segdo 1.1.2. A pressao, dada pela equagao (2.39), pode ser obtida
a partir desta densidade de energia como

—p(,u,T) = w(T7ﬂ7n)‘n:nmin (2'41)

onde Ny, € a densidade que minimiza a fun¢ao w(7T, u, n), isto é, dw/On = df /On—p =
0.
A primeira condigao para a determinagao do ponto critico (T, ., n.) € a equagao
de estado 9 of
w
A — 2.42
on _on " (242)
Esta equagao fixa uma relagao entre p,n,T que deve cumprir qualquer sistema em
equilibrio. Como pode ser observado na figura 1.6, no ponto critico, a isoterma no
plano p — n tem um ponto de inflexao, o que leva & condigao
0w P f(T.,n)

w(Tm e nc) = a’)’LQ = 0. (243)

n=nc

Finalmente, observamos que as duas solugoes da equagao de estado tem que tender
continuamente a uma tnica solugdao no ponto critico, isto leva a condicao,

Pw _ PPf(Te,n)

%(Twﬂc;nc) - on3 = 0. (2'44)

n=nc

As equagoes (2.42), (2.43) e (2.44) determinam univocamente a posi¢ao do ponto critico
(T, pte;me). A partir deste, a pressao critica é obtida de

pc = _w(TC7/’LC7nC)' (245)

Estamos agora em condicoes de desenvolver a expansao de Landau no parametro
de ordem, ¢ = n — n,, considerando |¢| << 1. Obtemos,

w(T, p,n) =w(T, u,n.) — ho + %TQZ)Q — v + ugpt . (2.46)
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Diferentemente do caso ferromagnético, nao temos aqui argumentos de simetria para
anular as poténcias impares. A principio, os coeficientes h,r,v,u sdo fungoes desco-
nhecidas de T, i, dadas por

pn ) = p- L (247
r(T) = W ) | (2.48)
o(T) = —;! agfa(s;’”)c ) (2.49)
wry = 3 L0 | (2,50

Embora esta expansao seja diferente que o caso da transi¢ao ferromagnética, comprova-
mos a partir das condigoes (2.42) (2.43) e (2.44) que, no ponto critico, h =r = v = 0.
Ou seja que, muito perto do ponto critico, na fase desordenada, a energia livre das
duas transigoes é proporcional a quarta poténcia do pardmetro de ordem. Podemos
entao expandir os parametros, perto do ponto critico, em poténcias de AT =T — T, e
Ap = p — . da seguinte forma,

h(u, T) = Ap—bAT + O(AT)? (2.51)
r(T) = aAT + O(AT)? (2.52)
v(T) = gAT +O(AT)*. (2.53)

O parametro u(T') ~ u(T.) ~ u > 0, por razoes de estabilidade. Sobre a isocora n = n.,
¢ =0, entao h(p, T) = 0 (usando a eq. de estado). Isto leva a uma relagao linear entre
A e AT sobre a isocora, dada pela eq. (2.51)

Ap = bAT + O(AT)? (2.54)

A densidade de energia w, também pode ser expandida em AT e Ap sobre a isdcora
n = n., obtendo,

w(T, pt,ne) = —pe — Apne + eAT + O(AT)? . (2.55)

usando a eq. (2.54) obtemos uma relagao linear entre a pressao e a temperatura perto
do ponto critico
p—pe = (bn. — e)AT + O(AT)? . (2.56)

Vemos entao que a isécora P — T, que é a linha onde queremos estudar a transicao
de fase, perto do ponto critico tem a mesma inclinacao na fase ordenada e na fase de
coexisténcia. Ela também apresenta curvatura, mas veremos que esta é diferente nas
duas fases.
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Podemos calcular agora grandezas como por exemplo a compressibilidade ky =
On/dp. E mais simples calcular a inversa da compressibilidade como

9*w

op _ Ow _ Ow
- 5o

il =n 2kl =71 (2.57)

n=nc

¢=0

entdo, Kt ~ 1/r ou
1

- 7

O expoente critico v = 1, coincide com o expoente da suscetibilidade do caso ferro-
magnético. Também, podemos calcular a funcgao de correlagao de densidade, da mesma
forma que calculamos a suscetibilidade nao local no caso ferromagnético. Para isto te-
mos que somar a densidade de energia w, um termo proporcional a |§<;5|2 O resultado
e,

KT y=1. (2.58)

T T
W= =t L (2.59)
onde, como antes £ = (c¢/r)'/2. O expoente critico que descreve a divergéncia do

comprimento de correlagdo ¢ v = 1/2, de forma idéntica ao caso ferromagnético.

Finalmente, para entender como cresce o parametro de ordem, temos que calcular
a curva de coexisténcia, que no caso ferromagnético era simplesmente h = 0. Neste
caso, a curva fica definida por

T, = 1, (2.60)
I (261)
ng = Ne+ Gy (2.62)
ng = MNe+ @y (2.63)

onde o subindice ¢ refere se a fase liquida e o subindice ¢ indica a fase gasosa. Os
valores do parametro de ordem ¢, e ¢, sao as solugoes de

w(¢)
oo
uma vez resolvida esta equacao achamos facilmente a curva de coexisténcia nos planos
p—T ou p — T resolvendo

= ré— 306 + dud® —h =0 (2.64)

Pe = —w(Ta%W) (2~65)
py = —w(T,mn,) . (2.66)

A estratégia para resolver (2.64) ¢ a seguinte. Separamos a solugdo em duas partes,

¢ = ¢o+ Ad (2.67)



Daniel G. Barci - DFT-UERJ - 2020 32

e escolhemos o valor de ¢g de tal forma de eliminar as poténcias impares do funcional
w(¢). Desta forma, a equagao para A¢ serd muito mais simples, e tera duas soluc¢oes
+A¢@. De posse destas solugoes as densidades ficarao,

ng = ne+do—Ag (2.68)
ng = ne+ ¢o+ Aod. (2.69)

Vemos entao que A¢ = (ny — ny)/2 é essencialmente o pardametro de ordem.
Substituindo eq.(2.67) em (2.46) obtemos

w=—pe = h(60) A0 + 5r(00)(A0)* — v(en)(A0) +u(A0),  (270)

onde os coeficientes sdo

h(go) = h—r¢o+ 3vey — dudy (2.71)
r(¢o) = 1 — 6vgy+ 12ups (2.72)
v(po) = v—4dugy . (2.73)

Se escolhermos ¢g = v/(4u) = gAT/(4u) obtemos v(¢y) = 0. Com esta escolha
eliminamos o termo cubico do potencial w. Podemos agora escolher Ay de tal forma
que h(¢pg) = 0, com isto

h= %(AT)Q . (2.74)

Substituindo estes resultados em (2.70) obtemos finalmente

w= (T ) + 5r(60) (A6 +u(20)! (2.75)

Obtemos aqui, perto do ponto critico, que a densidade de energia livre w, também
chamada de “potencial misto” tem exatamente a mesma forma que a energia livre do
ponto critico ferromagnético. Observe que, embora o sistema liquido-vapor nao seja
simétrico ao trocar ng <+ ny, perto do ponto critico a eq. (2.75) é simétrica perante o
grupo Zs, ja que nao varia fazendo A¢ — —A¢. Este fato se conhece com o nome de
simetria emergente. Ou seja, num sistema que nao é simétrico, emerge uma simetria na
proximidade do ponto critico. O caso do ferromagnetismo ¢é diferente, ja que a simetria
M — —M se satisfaz em todo o diagrama de fases, ndo apenas na vizinhanga do ponto
critico.

Em pose da eq. (2.75) é muito simples calcular o valor do parametro de ordem,
obtendo

a 1/2
Ap =+ (—4—AT> + O((AT)*?) (2.76)
U
Vemos aqui que o expoente critico f = 1/2 que controla o crescimento do parametro

de ordem ¢ idéntico ao caso ferromagnético. Na figura (2.5) desenhamos o parametro
de ordem em funcao da temperatura e densidade. Vemos que a curva nao é simétrica
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Figura 2.5: Tn

em relagdo ao eixo n = n.. Essa simetria é infinitesimal ao redor do ponto critico.
Na figura (2.6) mostramos dados experimentais para varios tipos de liquidos bem co-
nhecidos. Observamos que todos eles ajustam perfeitamente a4 mesma dependéncia do
parametro de ordem. Isto é uma mostra do fenémeno de “universalidade” que estuda-
remos mais adiante. Note porém que, o expoente critico que melhor ajusta estes dados
experimentais ¢ f = 1/3 e ndo f = 1/2 como acabamos de calcular. Este desvio sera
estudado em detalhe no estudo das flutuacoes do parametro de ordem.

2.3 A transicao Metal-Supercondutor

Muitos metais, quando esfriados suficientemente, apresentam a propriedade de poder
conduzir carga elétrica sem resisténcia. Esta propriedade é chamada de superconduti-
vidade. O comportamento tipico da resisténcia em fungao da temperatura é mostrado
na figura 2.7. Observamos que no comportamento metalico “normal”; a resisténcia é
uma funcao crescente da temperatura, devido a que, conforme a temperatura aumenta,
diferentes processos de espalhamento eletrénico contribuem para produzir dissipagao
de energia. Para temperaturas muito baixas, o inico processo efetivo é o espalhamento
por impurezas, dando lugar a uma resisténcia remanente que caracteriza a densidade
de impurezas no material. Porém, em muitos materiais, existe uma temperatura cri-
tica, na qual a resisténcia é descontinua, caindo a zero, para valores de T' < T,, como
mostrado na figura.

Outra caracteristica importante do estado supercondutor tem a ver com seu compor-
tamento magnético. O material, na sua fase supercondutora 7' < T, expulsa qualquer
campo magnético do seu interior. Este efeito, chamado de efeito Meissner, ¢ ilustrado
esquematicamente na figura 2.8.

Existem dois comportamentos qualitativamente diferentes de materiais supercondu-
tores. Na literatura sao chamados de supercondutores Tipo I e Tipo II, cujos diagramas
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T>TC T<Tc

Figura 2.8: Efeito Meissner

de fases s@o mostrados na figura 2.9. No diagrama de fase do supercondutor do Tipo
I, existe uma linha de primeira ordem no diagrama H — T',que separa as fases metalica
e supercondutora. No interior da fase supercondutora, T' < T, e H < H,, a resisténcia
é zero e o campo magnético também é zero. Isto significa que o material responde
a0 campo magnético externo com uma magnetizagao que se opoe ao campo aplicado,
de forma tal de cancelar seu efeito no interior do material. Desta forma, o material
supercondutor ¢ um diamagneto perfeito com suscetibilidade x = —1. Mostramos este
comportamento na figura 2.10. Para temperaturas 7' < T, existe um campo magnético
critico H,., onde a magnetizacao é descontinua, separando a fase metalica da super-
condutora. J& no supercondutores do Tipo II, a magnetizagdo é continua. A partir

Type I Type I
H H Abrikosov
H ¢ H 2
H, cl
f
T, T Meissner « &

Figura 2.9: Diagrama de fases de um supercondutor
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Type I Type II

Figura 2.10: Magnetizagao num material supercondutor Tipo I e Tipo II

de um campo critico H,,, ela comeca a decrescer de forma continua, permitindo desta
forma que o campo magnético possa penetrar a amostra. Nesse caso, entre a fase su-
percondutora, ou fase de Meissner, e a fase metalica para H > H,,, existe outra fase
intermediaria H., < H < H,,, chamada de fase de Abrikosov, onde o campo magnético
atravessa o material em forma de vortices.

Qualquer teoria, seja ela microscopica ou fenomenologica, deve conseguir descrever
os diagramas de fases da figura 2.9 assim como o comportamento da magnetizagao
mostrado na figura 2.10. No estado supercondutor é possivel estabelecer uma corrente
elétrica sem necessidade de aplicar um campo elétrico. Portanto a relagdo constitutiva
(lei de Ohm) J = oF deixa de ser valida, j& que a condutividade ¢ — oo for¢ando
consequentemente F — 0. A primeira teoria para descrever o estado supercondutor é
devida aos irmaos London em 1914, trés anos depois da descoberta da supercondutivi-
dade. Segundo a proposta de London, a densidade de elétrons n = ng + n,,, pode ser
separada em uma desnidade de elétrons n, que contribui para a supercondutividade e
outra n,, que nao contribui. A relacdo constitutiva que Londom propus, foi

2
= Nn.e —
J=—""A

o (2.77)
onde e é a carga, n, é a densidade e m, é a massa dos elétrons supercondutores. A
equagao (2.77) é uma das equagdes mais importantes que descrevem o estado super-
condutor. Ela foi derivada anos mais tarde por Landau, e 20 anos depois for deduzida
a partir de um modelo microscépico quantico por Bardeen, Cooper e Schrieffer, dando
origem a teria conhecida como BCS. Combinando a equagao (2.77) com as equagoes de
Maxwell, é simples chegar a equagao para o campo magnético no estado supercondutor.
A equacdo é conhecida como equacao de London e é dada por

Vx (Vx B) =B (2.78)

onde a constante
Mme

A p—
foms€?

(2.79)
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B
B

Figura 2.11: Campo magnético na interfase de um supercondutor

onde [y é a permeabilidade do vacuo. A tem unidades de distancia e é chamada de
“comprimento de penetracao”. Esta é uma das grandezas importantes num material
supercondutor e é compeltamente caracterizada por quantidades microscopicas do ma-
terial. E simples observar o significado fisico de A. Se resolvermos a equacdo (2.78)
para a componente B, do campo magnetico, num sistema homogéneo infinito onde o
sistema é metalico para = < 0 e supercondutor para > 0. E simples obter a solucdo

B, = By e~/ (2.80)

Onde B, é o campo constante na fase metalica. A solugao é mostrada na figura 2.11
Fica evidente que o campo magnético é exponencialmente suprimido no interior do
supercondutor. Isto nada mais é o que efeito Meissner. Portanto, a relacdo de London
dada pela equagao (2.77) descreve de forma satisfatoria este efeito. Vemos que o com-
primento de penetragao A, é a distancia a qual o campo magnético pode penetrar no
supercondutor a partir de uma intefase metal /supercondutor. A equacao de London,
Eq. (2.78) tem varias aplicagoes, em particular, ela possui uma solugao tipo vortice,
necessaria para a descri¢ao dos supercondutores do Tipo II.

Embora a proposta de London fosse inovadora e explicava muitos dos efeitos ob-
servados em supercondutores, nao ficava claro na época a interpretacao da transicao
metal /supercondutor como uma verdadeira transi¢ao de fase. Esta visao foi desenvol-
vida em profundidade anos depois por Landau e Ginzburg. Para isto, uma observagao
importante é que a equagao (2.77) de London quebra invariancia de calibre. Isto é, se
fizermos uma transformacio A’ = A + Vo para uma funcio a(x) arbitraria, o valor do
campo magnético B =V x A & invariante. Porém, segundo a relagao constitutiva de
London, a corrente que é um observavel é proporcional ao potencial vetor A. Portanto,
ela depende do gauge escolhido. Na época, isto colocava em duvida a proposta de
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London. De fato, se considerarmos um campo estatico, a conservacao da corrente

P v T=0 (2.81)
ot
onde p é a densidade de carga e J a corrente, implica que V-A=0. Essa relagao
¢é conhecida como o calibre de London e, aparentemente, apenas nesse calibre que a
corrente de London é conservada.

Seguindo a linha de pensamento de uma teoria de Landau, gostariamos descrever
a transi¢ao de fase metal /supercondutor como uma quebra espontanea de simetria. A
equagao de London induz a pensar que o estado supercondutor quebra a simetria de
calibre que, no caso do eletromagnetismo, a simetria é relacionada com o grupo unita-
rio de um parametro, chamado na linguagem matematica de grupo U(1). Portanto, o
parametro de ordem supercondutor deveria ser uma representagao irredutivel do grupo
U(1). A representagdo mais simples desse grupo de simetria é uma fungdo complexa
Y(x), a qual transforma como ¢/ = €' perante uma transformagio do grupo. Se-
guindo a mesma linha de raciocinio, o estado simétrico 1) = 0 representa a fase metalica
ou desordenada, enquanto ¥ # 0 representa a fase supercondutora ou fase ordenada,
ou ainda, a fase com simetria quebrada.

0 T>T1T,

v= { WT)£0 T <T, (2.82)

A energia livre de Landau deveria ser uma funcional F[t)], invariante perante trans-
formagoes de fase da fungao 1. Considerando que perto de transicao de fase || ~ 0,
podemos escrever a energia livre como

h = = % * b *
F = /ddx {zm*w VY 4 a () (x) + 3 ((2)*(x))* + .. } (2.83)
onde a(T") e b(T') s@o parametros fenomenologicos dependentes da temperatura. A
constante arbitraria i/2m* mede o custo energético para produzir deformacoes espa-
ciais de ¥ (z). A forma particular desse coeficiente ficara clara mais adiante.
O estado do sistema fica determinado pelos minimos da funcional F'[¢],

oF oF

=0 |, =0 2.84
e 5°(@) 250
Calculando explicitamente as derivadas funcionais, obtemos a equagao
h oo 2\ .,
—5 =V U+ (a+by) =0 (2.85)

e sua conjugada. Observamos que a estrutura dessa equacao é similar a uma equacgao de
Schrodinger (por esse motivo escolhimos a constante i/2m*). Porém, é uma equagao
nao linear, o que faz que a analogia com a mecanica quantica nao seja completa. Por
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Re(4)

Figura 2.12: Potencial do parametro de ordem supercondutor

exemplo, o principio da superposi¢do nao se cumpre nesse caso, e consequentemente a
normalizacao da funcao de onda nao pode ser implementada da mesma forma. Mesmo
assim, devido a sua semelhanga com a equagao de Schrodinger, o pardmetro de ordem
Y (x) muitas vezes é chamado de func¢dao de onda macroscdpica.

De forma similar ao caso do ferromagnetismo, é simples observar que diferentes
solugdes sdo obtidas dependendo do sinal de a(T), e a transicao de fase ocorre para
a(T.) = 0. Podemos escolher perto da transi¢ao

al) ~ a(T—T.)+... (2.86)
WT) ~ b+... (2.87)

Obtemos desta forma a solu¢ao homogénea da equagao (2.85),

0 T>T,
|thol = - 1/2 (2.88)
JET. -1 T<T,

Observamos que esta solugao é completamente equivalente & obtida no caso da mag-
netizacao de um ferromagneto uniaxial onde a dependéncia do parametro de ordem
com a temperatura é caracterizada pelo expoente critico = 1/2. Porém, existe uma
diferenca importante. Como v é complexo, existem infinitos minimos de F'[¢)] dados
por

¥ = e[ (2.89)

onde 6 é uma fase constante arbitraria. Isto é consequéncia de que o grupo de simetria
U(1) é um grupo continuo enquanto que no caso do ferromagnetismo uniaxial, o grupo
de simetria era discreto de dois elementos, Z,. Concluimos entao, que a transi¢ao de fase
metal /supercondutor pode ser interpretada como uma quebra espontanea de simetria
de calibre global. Na figura 2.12 representamos esquematicamente este processo .

E instrutivo resolver a equacdo (2.85) num caso ndo-homogéneo. Podemos conside-
rar, por exemplo, o caso de uma interface metal/supercondutor no plano x = 0, sendo
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V) 4 Vo

=V

Figura 2.13: Parametro de ordem supercondutor perto de uma interface me-
tal/supercondutor

que para xr < 0, o sistema é metalico e para x > 0 o sistema é supercondutor. Nesse
caso, a equagao (2.85) é essencialmente unidimensional,

Ch ()
2m*  dxz?

para x > 0 com a condigao de borda 1/(0) = 0. Podemos resolver essa equagao, achando

a solucao,
() = ) tanh <\/§§(T)> (2.91)

onde 9y é a solucao homogénea e

&) = (27n*a|h;—71|> v (2.92)

Mostramos a solugao na figura 2.13 O parametro zi(7") tem unidades de comprimento
e é chamado de comprimento de coeréncia de Ginzburg-Landau. Ele representa a dis-
tancia medida desde a borda em que o pardmetro de ordem atinge aproximadamente
seu valor normal no interior do material. Fazendo uma analogia com o caso do fer-
romagneto, vemos que &(7") dada pela equagao (2.92) é completamente equivalente
ao comprimento de correlagao dado pela equagao (2.24), caracterizado pelo expoente
critico v = 1/2. Percebemos que na transigao de fase, o comprimento de coeréncia
diverge. Tanto o comprimento de coeréncia £(7T') como o comprimento de penetragao
AT sao dois parametros fundamentais nos supercondutores.

Como descrevemos no comego da se¢ao, qualquer teoria da supercondutividade deve
ser capaz de descrever o efeito Meissner. Para isto é necessario incorporar na teoria
o efeito de um campo magnético. Podemos considerar que, dado que o parametro de
ordem é uma funcao complexa, ela acopla de forma minima com o potencial vetor A.
Desta forma podemos substituir

+ ah(x) + by (x) = 0 (2.90)

iV =iV +qA (2.93)
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onde q é a carga elétrica e o potencial vetor ff, satisfaz V x A = é, com B o campo
magnético. A carga elétrica g em principio é arbitraria, porém, em todos os supercondu-
tores conhecidos, ela é ¢ = 2e onde e é a carga do elétron. A teoria de Landau-Ginzburg
na presen¢a de um campo magnético toma a forma,

d h SN |2 X % 2
P [t (9 2ed)of o v @)+ § e 0]
" 2; [ |B[ (2.94)

Enquanto que a primeira linha dessa equagao descreve a interacao do parametro de
ordem com o campo magnético, a segunda linha representa a energia do campo mag-
nético. O estado do sistema fica agora determinado pelos minimos de F[¢, A],

OF oF OF

=0 , —— =0, — =0 (2.95)
oy(x) oY*(z) SA(x)

Calculando explicitamente as derivadas funcionais encontramos as equagoes que des-
crevem o estado do sistema,

_h <€+2eiﬁ)2w+( +b|¢|2)¢—o (2.96)
2m* h “ N '
VxB=J (2.97)
onde a corrente vem dada por
> 2ehi /= S 2¢)? -
J=— (v w—ww)—( ) []? A (2.98)
m m

Invariancia de calibre local

—.

A energia livre F[y, A] dada pela equagao (2.94) ou as equagoes de movimento (2.96)
e (2.97), possuem uma simetria local. Isto ¢, se transformarmos o potencial vetor
—»/ — h —
A'(z) = A(x) + ?Va(x) (2.99)
e
onde «(z) é uma fungao arbitraria. E juntamente com essa transformacao mudamos a
fase do parametro de ordem 6#(x) como

0'(z) = 0(z) + a(z) (2.100)

a energia livre ¢ invariante F[¢/(z), A'(z)] = F[ip(z), A(z)]. Nio apenas a energia livre,
mas qualquer observavel como o campo magnético B ou a corrente J também serd
invariante. Isto se conhece como simetria de calibre local, ji que a fase do parametro
de ordem pode ser mudada em cada ponto do espaco de forma independente.
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Por outro lado, sabemos que o estado fundamental no estado supercondutor tem
um parametro de ordem constante. Entao, a phase 6(x) = cte. Deveria existir entao
uma "rigidez de fase", no sentido que deve ser necessario uma energia positiva para
produzir pequenas flutuagoes locais de fase. Para ver isso, podemos escrever a energia
Fl, fﬂ, no interior da fase supercondutora, onde || = constante. Da equagao (2.94)
obtemos

- 2¢ 2
F=F,+ ps/ddaj (ve + {A) (2.101)

onde a rigidez de fase

h?
ps = 5 — ol (2.102)

2

Se fixarmos o calibre, por exemplo escolhermos o calibre de London, V-A= 0, entao
existe um costo de energia para deformar a fase dado essencialmente pelo parametro
ps, equagao (2.102) A equagao (2.101), implica que a corrente pode ser escrita como

- 0F 2 - 2e -
=——=""p, —A 2.1
J 7 s (Vﬁ—i— : ) (2.103)

Se calculamos a corrente no estado supercondutor onde #(x) é constante obtemos

- (2e)? -
J= (7;) A (2.104)

que é exatamente a proposta original de London, na qual a corrente deveria ser pro-
porcional ao potencial vetor. Comparando as equagoes (2.104) com (2.77), podemos
interpretar n, = 2[1|?, e m* = 2m,. Desta forma, o parametro de ordem || repre-
senta a densidade de particulas com carga 2e e massa 2m,.. Estes pares de elétrons
sao os chamados pares de Cooper no contexto da teoria BCS desenvolvida muitos anos
depois da teoria de Landau.

Voértices e os supercondutores Tipo I e 11

As equagoes (2.96) e (2.97) podem ser resolvidas numa interface metal/supecondutor.
Representamos a solugdo na figura 2.14 O Parametro de ordem, comeca em zero na
interface e alcanga seu valor constante no interior do sueprcondutor. A distancia tipica
que isto ocorre é dado pelo comprimento de coeréncia {(7"). Por outro lado, onde o
parametro de ordem supercondutor é zero, o campo magnético atinge um maximo,
j& que pode atravezar a amostra, sendo suprimido no interior do supercondutor. Isto
acontece numa distancia tipica dada pelo comprimento de penetragao A(T'). E interes-
sante notar que tanto £(7") como A(T), divergem na temperatura critica com o mesmo
expoente critico. Portanto, perto de T, podemos definir a constante adimensional

>

AT
= &0 (2.105)

I
~
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Figura 2.14: Pardametro de ordem supercondutor perto de uma interface me-
tal /supercondutor
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Figura 2.15: Solugao de vortice num supercondutor

chamada de constante de Abrikosov. Esta constante que depende das propriedades
microscopicas do material é que vai determinar se o diagrama de fases é do Tipo I e II.
Uma observagao importante é que na presenca de campos magnéticos, as equagoes
(2.96) e (2.97) tem solugoes tipo vortices. Isto significa que existem regides do espago
onde o pardmetro de ordem é zero, a atravez desse nucleo o campo magnético pode
penetrar a amostra. Uma solugdo tipica com simetria cilindrica é mostrada na figura
2.15. E possivel mostrar que esse tipo de solucio existe se k£ > 1 / V2. Ou seja que,

< % Supercondutor do Tipo I

K (2.106)

> % Supercondutor do Tipo II

O caso com Kk = 1/ V2, embora nao seja realista no sentido experimental, é extrema-
mente interessante porque nesse limite as equacoes tem solucao exata devido a que o
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Figura 2.16: Solugao de vortice num supercondutor

sistema originalmente de segunda ordem nas derivadas fica reduzido a um sistema de
primeira ordem. Este limite é conhecido como limite de Bogomol'nyi.

Quantizacao do fluxo magnético

Uma consequéncia extremamente interessante da simetria local de calibre é a quantiza-
¢ao do fluxo magnético que atravessa o material supercondutor a traves de um vortice.
Uma forma simples ver isso é considerar um anel supercondutor com simetria cilindrica
como mostra a figura 2.16 Considerando um caminho de integragao C ao redor do anel,
no limite profundo dentro do supercondutor o campo magnético e zero devido ao efeito
Meissner. Portanto §. di-J = $c dl-V x B = 0. Usando a expressao da corrente dada
pela equacao (2.103), temos que

2e - o 2e L - 2e o o
2e .Azf/ B=p—_ }{ : 2.1
- §.dl i ]S . ) dl’- 56 (2.107)

Como o parametro de ordem deve ser univalente, a iltima integral e um multiplo inteiro

onde m é um niumero inteiro. Portanto, a corrente supercondutora se ajusta de tal
forma que o campo magnético s6 pode atravessar a amostra em um numero inteiro de
quantos de fluxo magnético ¢ = h/2e.

2.4 A transigao isotrépica/nematica

Os cristais liquidos sdo materiais formados por moléculas alongadas na forma de “bar-

ras”. Na fase liquida isotrépica elas estao desordenadas, ou seja, com posi¢ao e ori-

entacdo aleatérias. Quando a temperatura é abaixada pode ocorrer uma tendéncia
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Figura 2.17: molecules

das moléculas a se alinharem. Ou seja, sua posicao continua aleatéria, porém sua
orientacdo, em média, tende a se alinhar com algum eixo (figura (2.17)). Esta fase é
chamada de fase nemética. A fase nematica é caracterizada pela quebra espontanea
da simetria de rotacao, mas ainda preserva simetria de translacao. Para sua descricao,
poderiamos escolher como pardmetro de ordem um vetor unitario # colocado ao longo
do eixo maior de cada molécula a na posicao Z,. Porém, esta escolha nao tem as
simetrias adequadas do problema. Cada molécula nao tem centro de inversao, ou se
tivesse, por exemplo se a molécula estiver polarizada, a direcao  é igualmente provavel
que a direcao —r. Dito de outra forma, a fase neméatica quebra a simetria de rotagao
escolhendo uma orientagao particular no espago mas nao o sentido. Por este motivo,
o parametro de ordem dever ser pelo menos quadrético em 7. J& que um vetor nao
é suficiente para representar esta simetria podemos tentar com um tensor de segunda
ordem proporcional a v{'vj onde 4,7 = 1,2,3 indicam as coordenadas cartesianas do
espaco e « identifica cada molécula. Por outro lado, para temperaturas altas, onde
cada molécula é orientada aleatoriamente, esperamos que pardmetro de ordem seja
zero. Entao, podemos construir o pardmetro de ordem a partir do tensor simétrico de

traco nulo
1
% = V?V]q - 5(51] . (2109)
Na fase desordenada, (v*) = 0, j4 que na media a molécula aponta em qualquer diregao,
e ((v?)?) = 1/3, jA que em média cada uma das trés dire¢des é igualmente provavel.
Isto garante que na fase desordenada o parametro de ordem formado pela soma sobre
todas as moléculas (3, Q%) = 0. Portanto, vamos considerar como parametro de

ordem da transicao isotrépica nematica
N o ]‘ — —
Qij(z) = (V) > (Vi Ve — 551-]-) 5(T — %) (2.110)

O coeficiente N/V é introduzido para definir o pardmetro de ordem adimensional.
Chamamos entao de @), o tensor cujas componentes sao ();;. A temperatura alta,
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<Q> = 0 e a temperaturas baixas (Q> # 0 indicando a fase ordenada. Nesta fase,
podemos diagonalizar o tensor ja que ele é simétrico escolhendo os eixos ao longo dos
eixos principais da molécula. Obtemos desta forma

29 0 0
@ =] 0 —1S+n 0 (2.111)
0 0 —3S—1

Se 1 # 0, a fase é biaxial, enquanto que se 7 = 0 a fase se chama nemaética uniaxial.
Neste ultimo caso, o pardmetro de ordem pode ser escrito como

(Qij) =S (ninj - ;51';') (2.112)

onde n; sao as componentes do vetor unitario n chamado de diretor de Frank, ou
simplesmente diretor. Da simetria da eq. 2.112 vemos que, da mesma forma que um
parametro vetorial tem a mesma estrutura que um momento dipolar, a estrutura do
parametro de ordem Q é a mesma que a de um momento quadripolar.

Podemos agora construir a teoria de Landau para a transicao de fase nemética-
isotropica. Supomos como sempre que, perto da transigdo o parametro de ordem é
pequeno. Entao, expandimos a energia livre em potencias do parametro de ordem de
tal forma que cada temo seja invariante perante o grupo de simetrias que, neste caso,
¢ o grupo de rotagoes em trés dimensoes O(3). O parametro de ordem se comporta
como um tensor de segunda ordem perante rotagoes. Portanto, podemos construir
invariantes utilizando o trago de produtos destes tensores, Tr(@p> com p um ndimero
inteiro. Devido a construgao do tensor, Tr<Q> = 0, portanto a expansao comeca com
o termo quadratico.

£, = 1)+ e (31407 —w (S007) +0 (Bi@n) 211g)

A 2 A~
Em geral, teriamos dois temor quérticos diferentes (Tr(Q2>) e Tr(Q*) porém, no caso
de uma matriz simétrica de trago zero, estes dois termos sao proporcionais. Substi-
tuindo a expressao (2.112) na equagao (2.113) e calculando os tragos obtemos

f(T,S) = f(T)+ %TSQ — w8 4+ us? (2.114)

Como nos casos anteriores escolhemos r = a(T" — T%) e w e u constantes positivas.
Na figura (2.18) mostramos a forma da energia livre (2.114) para diferentes valores da
temperatura.

A diferenga essencial entre a energia livre da equagao (2.114) e a energia livre de
um ferromagneto é o termo ctibico = wS3. Este termo ¢ uma consequéncia direta do
carater tensorial do parametro de ordem. Observe que, se o pardmetro de ordem fosse
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1.5

f T>

Figura 2.18: Fq

vetorial, nao poderia existir um termo cubico ja que quebraria a simetria de rotacao.
Porém, com uma estrutura tensorial em trés dimensoes é possivel a existéncia deste
termo mantendo todas a simetrias do problema. A presenca do temo ciibico leva a uma
assimetria da energia livre e a presenca de um novo minimo local como mostra a figura
(2.18). A energia livre neste novo minimo é positiva a temperaturas altas, mas diminui
ao baixar a temperatura e alcanca o valor zero na temperatura critica 7' = T, que é
maior que a temperatura T onde o minimo S = 0 muda o sinal da curvatura. Como
f < 0 para T < T, existe uma transicao de fase com uma descontinuidade em S na
temperatura T' = T, portanto é uma transicao de primeira ordem. A temperatura 1™ é
o limite de metaestabilidade da fase isotrépica S = 0, ja que para T* < T < T, a origem
ainda é um minimo embora nao seja o minimo absoluto. O limite de metaestabilidade
da fase nematica é indicado na figura como a temperatura T'= T**. Esta temperatura
é o limite para o qual S # 0 deixa de ser um minimo quando o liquido nematico é
aquecido.

A temperatura de transicao T" = T é o valor de S no minimo nematico S, é calculado
exigindo que f tenha um extremo nessa temperatura e que f(S.) = f(0) = 0. Ou seja
que, na temperatura critica T, a fase isotrépica S = 0 e a fase nematica S = S, podem
coexistir. Temos entao

of 2
35 = (r—3wS +4wS?) § =0 (2.115)
f = <;r—w5+u52>52—0 (2.116)

Resolvendo para S e r obtemos

S.=2 o =a(T,—T%) = ;”— (2.117)
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Como em qualquer transicao de fase de primeira ordem deve existir um calor latente
para passar da fase ordenada & desordenada na temperatura critica. Este calor latente
é completamente equivalente com mais popular calor latente de fusao do gelo que é
o calor necessario entregar a uma certa quantidade de gelo para que ela vire agua
mantendo a temperatura 7" = 0. Neste caso, é possivel ver isto do fato que na fase
nemética (ordenada) a variacao de entropia é negativa. Ou seja, na fase ordenada a
entropia é menor que a fase desordenada. A forma de ver isto no presente exemplo
é expandindo a energia livre f em poténcias de r — r. na fase nematica com S = S..
Obtemos

1 1 2
Af = [(T.8) = JT.0) = 5 (r=r0) 2= S (r=r0) (5) (2118)
2 2 2u
A diferenga de entropia pode ser calculada como
OAf 1 1 /w\?
As=——"=——aS’=—= (7) 2.119
T Tar T 2" T %\ (2.119)
O calor latente absorvido para ir da fase nematica a isotropica é portante
1 w \ 2
=-T.s=—-al,|— 2.12
1 s 2a <2u) ( 0)

Geralmente, os liquidos nematicos sao diamagnéticos anisotrépicos. Podemos entao
acoplar o parametro de ordem nematico com um campo magnético da seguinte forma

Hin = —/d:rd Xa Qi H;H; (2.121)

onde Yy, ¢ a diferenga da suscetibilidade magnética de uma molécula entre as diregoes
correspondentes a seu eixo maior e seu perpendicular. Se escolhermos H na direcao de
N, a interacao fica simplificada

Hyy = —;’ / dz? v, H* S (2.122)

Portanto o campo h = (3/2)x,H? é o campo conjugado do parametro de ordem S.
Podemos entao definir a suscetibilidade associada com S como
~9S 1

 Oh 1 —6wS + 12uS2

X (2.123)
Vemos que a suscetibilidade diverge na fase isotrépica para T = T*. Mas essa divergén-
cia nao acontece porque a transi¢ao de fase acontece antes, ou seja para T' =T, > T™*.
De qualquer forma, vemos que a condicao xy~! = 0 nos fornece a temperatura T* que
¢é o limite de metaestabilidade da fase isotrépica. Da mesma forma podemos calcular
o limite de metaestabilidade da fase nematica T** simplesmente exigindo x~!(S.) = 0,
obtendo desta forma
w?

T** — a(T** _ T*) — W
U

(2.124)
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Uma caracteristica comum a qualquer transicao de primeira ordem é o fendmeno de
histerésis quando realizamos a transicao em ciclos, e o fenémeno também relacionado
de superaquecimento e superresfriamento. Isto pode ser observado a partir da figura
2.18. Quando resfriamos o sistema a partir da fase isotropica, a transicao deveria ocor-
rer termodinamicamente & temperatura 7T,.. Porém, entre a temperatura 71, e T*, o
estado isotrépico continua sendo um minimo. Isso significa que ele é estavel perante
pequenas flutuagdes. So na temperatura 7™ é que ele vira instével. Portanto, a tran-
sicao real ocorrera a uma certa temperatura 7% < T < T,, dependendo das condigoes
do experimento. O fenémeno de superresfriamento é associado com esta observagao.
Imagine que resfriamos o sistema a partir de temperatura alta até uma temperatura
T < T < T, de forma “rapida”’. Se o experimento for feito com muito cuidado po-
demos diminuir suficientemente as flutuagoes. Entao, embora o minimo global seja a
fase ordenada S = S,, o sistema ficara “preso” na fase desordenada S = 0 que é um
minimo metaestéavel. Se diz que o sistema estd em um estado super-resfriado. Ou
seja, ele se encontra na fase desordenada, mas a uma temperatura abaixo da critica.
Nestas circunstancias, qualquer flutuagao que consiga superar a barreira de potencial
pode iniciar a transicao de fase. Este processo se realiza usualmente pelo mecanismo
de nucleagao. As caracteristicas gerais deste comportamento sdo bem conhecidas pelos
bebedores de cerveja no Rio de Janeiro. O gargom tira a cerveja do freezer pegando-la
levemente da parte superior e coloca na mesa. Ela esta bem gelada, mas em estado
liquido para se consumida. Na hora que o bebedor pega a garrafa com a mao, a cerveja
congela quase imediatamente, deixando-la imprépria para seu consumo. Como nem
todo bebedor ¢ fisico se estabelece o seguinte paradoxo. Como é possivel que a cerveja
congele quando ela é "aquecida"ao pega-la com a mao!!! Este paradoxo nao é tal, e
é explicado perfeitamente pelo fenémeno de super-resfriamento. No freezer a cerveja
é resfriada muito rapidamente abaixo da sua temperatura de fusdao. Porém, como a
transicao de fase é de primeira ordem, se nao existirem flutuacoes suficientes ela ficara
presa no estado liquido mas a temperatura menor que a temperatura de fusao termo-
dindmica. Ou seja, estd em um estado super-resfriado. Na hora em que pegarmos a
garrafa com a mao, o calor transmitido ao liquido produz a flutuacao suficiente para
atravessar a barreira de potencial na energia livre e se produz a transi¢ao de fase quase
imediatamente.

O mesmo comportamento acontece se comegarmos o experimento na fase ordenada
de baixas temperaturas e aquecemos o liquido. Termodinamicamente a transicao de-
veria ocorrer em T = T, quando as duas fases tem a mesma energia livre. Porém, para
temperaturas T, < T < T** a fase ordenada continua sendo um minimo, mesmo que
nao seja o minimo global. Entéo, se o experimento for feito de forma de controlar as
flutuacoes, o sistema permanecera preso na fase ordenada a temperatura maior do que
a critica. Este estado é chamado de super-aquecido. Existe um experimento caseiro
muito simples para observar este estado, porém, pouco recomendével pelo perigo que
representa. Imagine colocarmos um copo com agua num aparelho de microondas, mas
sem o prato giratorio. Ou seja, o experimento deve ser feito evitando ao maximo qual-
quer tipo de flutuagdo. Depois aquecemos a dgua na maxima poténcia durante algum
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tempo. Se a poténcia for suficiente e as flutuagoes forem controladas ocorrera que a
temperatura da agua sera maior do que 7' = 100°C, porém ela ficara em estado liquido,
ou seja super-aquecida num estado metaestavel. Qualquer flutuagao produzira a tran-
sicao de fase de liquido a gas. O perigo consiste em que, esta transi¢ao de fase aumenta
o volume em varios ordens de grandeza a uma velocidade muito grande. Ou seja, se
abrirmos a porta do micro-ondas, a vibragao podera induzir flutuacées que produzirao
uma explosao do copo !!! Este fendbmeno de super-aquecimento ja ocasionou alguns
acidentes na utilizagao do aparelho de microondas, por este motivo nao é recomendado
tentar fazer a experiéncia em casa.

Podemos concluir que a teoria de Landau prediz tanto transicoes de fase de primeira
ordem quando de segunda ordem. Porém, temos que ter cuidado sobre os limites desta
afirmagao. Podemos dizer que, na presenga de termos ciibicos, é provavel que tenhamos
uma transicao de fase de primeira ordem. A certeza absoluta é dificil de afirmar, ja que
a expansao de Landau apenas é valida quando o parametro de ordem é pequeno. Em
uma transicao de segunda ordem isto sempre ocorre, ja que o pardmetro de ordem é zero
na fase desordenada e ele cresce continuamente. Em uma transi¢ao de primeira ordem
isto nao é verdade ja que o parametro de ordem muda de forma descontinua. Podemos
observar que tanto o pardmetro de ordem, quanto o calor latente é proporcional ao
coeficiente do temo cubico w. Portanto, podemos afirmar que quando w/u << 1,
S. << 1. Neste caso dizemos que a transi¢cao de primeira ordem é fraca, ou seja que
ela fica muito perto de uma de segunda ordem. Dito de outra forma, a descontinuidade
do parametro de ordem é pequena. Nestes casos a teoria de Landau pode ser aplicada
sem problemas. As vezes acontece também que a descontinuidade é tdo pequena que
nao pode ser observada experimentalmente, o que pode levar a interpretar os resultados
como uma transi¢ao de segunda ordem.

Nucleacao

Um dos mecanismos para a realizagao de uma transi¢ao de fase de primeira ordem é a
nucleacao de bolhas da fase ordenada, de minima energia. Como vimos anteriormente,
a transicao de fase se da de forma nao homogénea tendo flutuagoes locais no volume
na energia livre. Este mecanismo também pode ser entendido a partir da teoria de
Landau. Consideremos por exemplo a energia livre no caso da transigao isotrdpica
nematica,

L 2 1
P(T,$) = F(T) = [ d% {5 Vs[4 SrS?—wS?+ uS4} (2.125)

Consideremos o sistema a uma temperatura T < T < T.. Se esta temperatura foi
alcancada a partir de altas temperaturas fazendo um resfriamento rapido, (quench),
podemos supor que o sistema se encontra em na fase desordenada S = 0, embora ela
seja metaestavel. Qualquer flutuacao vai tender a diminuir a energia tentando produzir
a transicao de fase. Esperamos entdao que uma flutuacao produza um dominio cujo
interior esteja na fase nematica S # 0, com energia mais baixa que fora dessa regiao
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Stable phase

<Q>=-P
A Metastable phase
—— <Q>=p

Figura 2.19: nuc

Figura 2.20: bubble.eps

como mostra a figura (2.19). Este dominio ¢ chamado de bolha do estado fundamental

no estado metaestavel. Vemos que este tipo de configuracdo pode ser um extremo da

energia livre. Se usarmos a eq. (2.125) a equagao que extremiza a energia livre §F' = 0,

pode ser escrita como

9f(5,7))
oS

E claro que as solucdes homogéneas S = 0 e S # 0 satisfazem esta equacio. Porém,
existe outra solucao nao-homogénea que interpola entre estas duas solugoes e é a cha-
mada bolha critica. Se supormos a solucdo de minima energia como a mais simétrica,
podemos propor uma solugao com simetria esférica. Neste caso, a bolha critica Sy(r)
satisfaz,

—V%5 + =0 (2.126)

d’S,  2dS, : 3
— a2 —;W‘FTSb—wa +qu =0 (2.127)
com a condigao de contorno lim,_ ., Sp(r) = 0. Esta solu¢do, mostrada na figura

(2.20) mostra que o parametro de ordem tende asintoticamente a seu valor metaestavel
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(S = 0) quando r — oo. Por outro lado, ela cresce até um valor aproximado S = S, ao
redor de um certo raio r = R, definido como o raio da bolha. O modulo da derivada
desta func¢ao, mostrada na figura em linha pontilhada, fornece uma ideia do tamanho
da parede da bolha, A\. Tendo esta solu¢do em maos podemos calcular a energia livre
necessaria para produzir essa flutuacao simplesmente introduzindo a solucao da eq.
(2.127) na energia livre eq. (2.125),

Fy(R) = / P {; VS, (r, R)f + ;ng(r, R) — wS3(r, R) + uS*(r, R)} (2.128)

Onde fizemos explicito a dependéncia da energia livre com o raio da bolha R. Podemos
considerar este raio como um pardmetro variacional e calcular como varia a energia para
gerar uma bolha de raio arbitrario. Se a largura da parede for muito menor que o raio
A/R << 1 a energia livre terd essencialmente dois termos, um proporcional ao volume
contido na bolha e outro proporcional a sua superficie. A energia pode ser escrita entao
como,

4 ,
Fy(R) = —%AIR‘* +AToR 4 -+ (2.129)

onde a energia por unidade de volume AF = [f(0,T) — f(S.,T)|. o é a tensao super-
ficial da bolha e os pontos indicam termos superiores na aproximacao de parede fina
A/R << 1. A energia da bolha em fungao do raio ¢ mostrada na figura (2.21) Vemos

25
20
15

10

E ar(s) X 1073

Figura 2.21: energy3d.eps

que, o termo volumétrico fornece uma energia negativa que cresce com a poténcia ci-
bica do raio. Isto porque a densidade de energia do volume da bolha (f(S.)) é menor
que a densidade de energia fora da bolha (f(0)). Portanto, o sistema tendera a diminuir
sua energia aumentando o tamanho da bolha. Porém, existe um prego a pagar por isso
que é a energia necessaria para criar a parede da bolha. Esta energia é positiva que
cresce como o quadrado de R. Por tanto quanto maior a bolha, maior a energia para
fornecer a tensao superficial necessaria. De esta competicao entre densidade de energia
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volumétrica e superficial surge o maximo mostrado na figura (2.21) que define o raio
critico R = R..

20
AF
Se uma bolha for criada com seu raio R > R, ela tendera a crescer sem limite produ-
zindo a transicao de fase. Se por outro lado a bolha for criada com raio R < R, a
energia superficial ganha da volumétrica e a bolha reduz seu tamanho até desaparecer.
A energia da bolha critica é dada por

R.= (2.130)

dro 16703

Perto do méximo da energia livre, ela pode ser expandida em termos da distancia ao
raio critico,

1
Fy(R)=E, — 5w?(R —R)*+ - (2.132)
onde a freqiiéncia
d*Fy(R)
2 _ _

é independente do raio critico e de AF. Esta freqiiéncia é relacionada com a taxa de
crescimento de uma bolha supracritica.

Portanto, a transicao real se produz a partir do estado metaestavel através de flu-
tuagoes. Estas flutuagoes geram aleatoriamente bolhas de diferentes tamanhos. As
bolhas subcriticas tendem a desaparecer, enquanto as supracriticas crescem. A tran-
sicao de fase se completa quando as bolhas percolam todo o volume disponivel. A
quantidade importante para entender esta transicao é a taxa de nuclecao de uma bolha
critica que, na teoria de Langer vem dada por

[~ e B/ (2.134)

2.5 Pontos multicriticos

As transigoes de fase descritas até aqui acorrem quando apenas uma variavel termodi-
namica é controlada, no caso, a temperatura 7', e o campo conjugado ao parametro de
ordem é zero. Nestes casos, o diagrama de fase pode ser descrito em termos de uma
linha (temperatura) separadas apenas por um ponto separando a fase desordenada de
altas temperaturas da fase ordenada a baixa temperatura. Porém, quando existem mas
de uma variavel termodinamica externa (que pode ser variada a vontade), o diagrama
de fases é multidimensional, e existem pontos criticos que so podem ser alcazados fi-
xando mais de uma varidvel. Estes pontos s@o chamados de multicriticos. Vejamos
alguns exemplos.
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Figura 2.22: FPhi6

2.5.1 Pontos tricriticos

Vimos que os termos de ordem citbico na energia livre levam a transi¢oes de fase
de primeira ordem. Porém, as transi¢oes de primeira ordem também podem ocorrer
mesmo na auséncia de poténcias impares. Considere por exemplo a densidade de
energia livre

f= ;r & 4+ ug O+ ug ¢° (2.135)

e como sempre 7 = a(T — T*). Se uy > 0, entdo o termo ¢° pode ser ignorado.
Porém, se uy < 0 o termo ug ¢° com ug > 0 deve ser considerado para garantir a
estabilidade do sistema. Na figura (2.22) mostramos a energia livre em fungao do
parametro de ordem para varias temperaturas quando uy < 0. Vemos que o termo
uy produz minimos locais simétricos em relacdo a transformacao ¢ — —¢. Quando
o sistema é esfriado estes minimos metaestaveis tém energia menor é para uma certa
temperatura T = T, > T™ trés minimos tem energia f = 0. Neste ponto se produz
uma transi¢ao de fase de primeira ordem e na temperatura 7, temos a coexisténcia de
trés fases. Estes pontos se chamam pontos tricriticos.

Quando ug > 0, a temperatura de transicao é exatamente a mesma que para o
modelo ¢*, isto ocorre em 7. = 0 ou T, = T*. Quando uy < 0, a condicoes para a
transigao de primeira ordem sao:

Of(re, d)

¢

da mesma forma que para um cristal liquido nematico. Isto leva a

flre,0) =0 =0 (2.136)

0 se uy >0
re=a(T. —T") = (2.137)
se ug <0

S
NV

o=
IS
=)



Daniel G. Barci - DFT-UERJ - 2020 55

TP

>
>

r

first-order line

Figura 2.23: PDPhi6

O diagrama de fases no plano uy — 7' é mostrado na figura (2.23) A linha de segunda
ordem uy > 0 é chamda de linha lambda. Isto porque ela foi observada pela primeira
vez na transicao superfluida de hélio liquido. Nesta transicao a topologia da curva do
calor especifico se parece como a letra grega A, por este motivo esta transi¢ao é muitas
vezes chamada de transicao lambda. Esta linha de segunda ordem, encontra uma linha
de primeira ordem para uy; < 0. O ponto de encontro (r,uy) = (0,0) é um ponto
tricritico.

O valor do parametro de ordem, o calor latente sobre a linha de primeira ordem e
o limite de metaestabilidade pode ser calculado como na se¢ao anterior.

¢ = Ey/|ual/(2ue) (2.138)
q = —Tcs=%|u4l/u6 (2.139)
= a(T* —T*) = 2u3/(3ug) (2.140)

Note que, tanto ¢. quanto o calor latente ¢ sao zero no ponto critico, onde nao existe
mais transicao de primeira ordem. Sobre a linha de primeira ordem, existem trés fases
coexistindo cujos valores do parametro de ordem sdo ¢ = 0 ¢ ¢ = %|¢p.|. No ponto
tricritico a transigao é de segunda ordem, porém o expoente critico é 5 = 1/4 e nao
£ =1/2 como no caso da transigao ferromagnética.

¢ = £[—r/6ug]/* (2.141)

Da mesma forma, se introduzimos um pequeno campo de quebra de simetria h, obtemos

que no ponto tricritico
¢ = (h/6ug)/® (2.142)

portante neste caso § = 5 e nao 3 como no caso ferromagnético.

Existem exemplos importantes de pontos tricriticos, alguns deles sao: o sistema
magnético F,Cly que tem propriedades metamagnéticas e misturas de liquidos quanti-
cos He® — He?.
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2.5.2 Pontos bicriticos e tetracriticos

Sistemas magnéticos com anisotropias, misturas de liquidos assim como outros sistemas
podem conduzir a diferentes tipos de pontos criticos descritos por mais de um parametro
de ordem. Considere por exemplo um sistema formado por dois parametros de ordem
com simetria Zs.

[ = Sr(@ 4 6R) — Sod— 63) + gt b wdh+ gt (2149

Se g =0 e u; = us = Uz, 0 modelo se reduz ao modelo XY ja que o sistema se
reduz a

f = 576+ 6R) +u(d + 6 (2144)

e o sistema tem uma simetria O(2). Ou seja, rotagdes no espaco ¢; — ¢s.
As fases podem ser calculadas a partir dos minimos da energia livre,

of of
2-=0, 7—=0 2.145
Do o (2.145)
que, calculadas explicitamente fornecem,
o1 {r — g+ 4w} +dunngy} = 0 (2.146)
G2 {1+ g+ 4uz0 + duingi} = 0 (2.147)

Se g > 0, o parametro ¢, ordenard antes que ¢, esperamos portanto uma fase
¢1 # 0, o = 0. Se g < 0 ocorrera o contrario. Os detalhes do diagrama de fases
mostrado na figura (2.24) dependem dos detalhes da interagao quartica. Se ujuy < u2,,
temos uma linha de primeira ordem ao longo de g = 0, » < 0 que separa as fase ¢, # 0,

o = 0 da fase ¢ # 0, ¢1 = 0 como mostra a parte a) da figura (2.24). Dois linhas
de segunda ordem se encontram no ponto r = 0, ¢ = 0. Este ponto é chamado de
bicritico.

O outro caso descrito na parte b) da figura (2.24) é quando ujus > u12. Neste caso,
existe uma fase onde os dois parAmetro de ordem ¢; e ¢o sdo diferentes de zero. As
fases neste caso estao separadas por linhas de segunda ordem. O ponto critico r = 0,
g = 0 é um ponto tetracritico.

2.6 O estado supercondutor nematico

O supercondutor neméatico é um exemplo de um cristal liquido quéntico. E um estado
eletronico homogéneo que quebra a simetria de calibre, bem como a invariancia de
rotacdo. Assim, é necessério lidar com dois parametros de ordem, um deles complexo,
relacionado a supercondutividade e outro relacionado a ordem orientacional.

O parametro de ordem do supercondutor mais simples possivel é dado por uma

funcao escalar complexa _
V(T) = p(2)e?@ (2.148)



Daniel G. Barci - DFT-UERJ - 2020 57

gﬂ gl ¢1#07¢2=

Figura 2.24: BPTP

Além disso, o parametro de ordem nemético bidimensional é representado por um
tensor segunda ordem, simétrico de trago zero bf N, cujos componentes sao dados por

Ny = 25(2) {ni(f)nj(:f) _ ;5,} , (2.149)
com i,j = x,y. S(Z) é o moédulo do parametro de ordem e o vetor unitério n =
(cosa,sina) é o diretor da ordem nemaética. N;; é uma fungao quadratica do diretor,
de tal modo que ¢ invariante sob rotagoes em 7, n(Z¥) — —n(Z). Em duas dimensoes,
N tem duas componente independentes, Ny, e N, as quais poderiam ser combinadas
em uma funcao complexa @) = Ny, + 1N,,,. Dessa forma,

Q(Z) = S(7)e@ (2.150)

A representacio complexa do parametro de ordem nematico é possivel apenas em duas
dimensoes. Em trés dimensoes, € necessario voltar a representacao tensorial, pois, nesse
caso, existem mais graus de liberdade e mais possibilidades para a estrutura nemaética,
como as fases neméticas uniaxial e biaxial.

Ambos os parametros de ordem 9 ( vecz) e Q( vecr) sao formalmente muito seme-
lhantes, no sentido de que ambos sao func¢oes complexas. No entanto, suas propriedades
de transformagao sdo diferentes: () transforma com o grupo de simetria de calibre
interna U(1) e é um campo escalar sob rotagoes globais externas, isto é, se girarmos o
sistema de coordenadas em um angulo ¢, ¥ = R,(Z), entdo ¢'(z) = ¢(Z). Por outro
lado, o pardmetro de ordem nemético nao se transforma com o grupo de calibre interno,
no entanto, Q'(7’) = e?Q(ZF) sob rotagoes. O fator 2 na exponencial reforga a sime-
tria nemética (¢ — ¢ + 7). Essas propriedades sdo muito importantes para construir
corretamente a energia livre invariante de calibre e invariante perante rotagoes.

Para configura¢oes uniformes, a expansao do Landau para os dois parametros de
ordem pode ser feita como de costume. Supondo que perto da transigao [¢| seja
pequeno e solicitando invariancia rotacional e de calibre, com o requisito adicional de
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analiticidade, temos o potencial quartico para o parametro de ordem do supercondutor

b b
Vao = all? + S0l = ap* + gt (2151)
onde assumimos b > 0. A transigao de fase metal/supercondutor é controlada pelo
sinal de a = a(T — Tsc), onde a é uma constante e Tsc é a temperatura critica do
supercondutor. Para o pardmetro de ordem nemaético temos uma expansao equivalente,

W = %Tr(N2) + %TT(N4)
= t\QI2+%!Q\4 :tSer%S‘*. (2.152)

Como u > 0, a tansicdo isotrépica/nemética é controlada por t = t(T — Ty), onde t é
uma constante e Ty é a temperatura critica nemética. Assumimos que Ty > Tsc, de
tal forma que a fase metélica-nematica existe Tsc < T < Tx. A expressao da equagao
(2.152) é tipica de um parametro neméatico bidimensional, onde Tr(N?"*1) = (0. Em
trés dimensoes Tr(N?) # 0, produzindo uma transigio de fase de primeira ordem.

A forma mais simples de acoplar Q e 1 levando em conta a simetria de fase e
invariancia perante rotacoes é a traves do potencial quartico

v
Vson = §\¢!2T7“(N2) = v[Y|Q] = vp?S? | (2.153)

onde v ¢ a constante de acoplamento. Para acoplamento fraco, |v/ub] << 1, a energia
livre de Landau é minimizada por

o= gt (%) +O[(v/ub)?] | (2.154)
s = —2 ta (%) + O[(v/ub)?] . (2.155)

Dessa forma, se v < 0, a presenca de uma fase reforca a presenca da outra. Porém,
para v > 0, as duas fases competem.

O acoplamento do parametro de ordem nematico com configuragoes superconduto-
ras nao homogéneas é mais sutil. Como o parametro de ordem nematica é um segundo
tensor de segunda ordem, ele acopla com o gradiente do pardmetro de ordem super-
condutor. De fato, o acoplamento mais simples desse tipo é

V" N; iVt (2.156)

que obviamente é invariante e invariante perante rotacoes e transfomacoes de fase
global. Nesse sentido, o pardmetro de ordem nemaético se comporta como uma mé-
trica, definindo um espaco curvo. Dessa forma podemos construir a energia livre de
Ginsburg-Landau, considerando o parametro de ordem supercondutor em um espago
curvo definido pela métrica

L A .
9i(T) = 03 + o Nij(7) | (2.157)
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onde a constante A mede o acoplamento geométrico e S, é apenas uma normalizagao
para que a constante de acoplamento seja adimensional. Notamos que A poderia ser
qualquer ntimero real. Por outro lado, dado que o tensor nemético é invariante perante
rotagoes em 7, ¢ muda de sinal quando rotado em 7/2, uma mudanca de sinal em A
equivale a rotar o diretor n(z) em /2.

Consideramos essencialmente trés contribui¢oes a energia livre: os términos do
pontencial, dados pelas equagoes (2.151), (2.152) and (2.153) que envolvem apenas
acoplamentos escalares e homogéneos; os termos com derivadas que sao proporcionais
a métrica g V;10*V;1; e os termos neméticos nao-homogéneos que levam em conta as
propriedades “elasticas"dos graus de liberdade nematicos. Ainda, como é usual, aco-
plamos de forma minima o campo eletromagmético de forma tal de garantir invariancia
local de calibre. Dessa forma, a energia livre tem a forma,

FLG = /de@{ang](Dlw)*(Dﬂ#) + anﬁQ* : 6@
1
+ Vsc+ Vn + Vnso + gBQ} - (2.158)

O primeiro termo da eq. (2.158) codifica a interagao entre derivadas do pardmetro
de ordem SC. Ele contém acoplamentos com graus de liberdade nematicos através da
métrica g/ dada pela Eq. (2.157). A constante a, mede a rigidez supercondutora e esté
relacionada com o comprimento de coeréncia. O segundo termo, proporcional a a,, é a
energia elastica nemética mais simples onde consideramos que todas as constantes de
Frank sao iguais. A segunda linha da Eq. (2.158) contém os potenciais e a densidade
de energia do campo magnético B = V x A. As derivadas covariantes sio dadas por

D; = V,; — ideA; . (2.159)

O valor da carga elétrica das excitagoes elementares nao é determinado em uma teoria
Ginzburg-Landau. Nos materiais supercondutores “normais", fixamos esse valor em
2e, uma vez que associamos o modulo do pardmetro ordem a densidade dos pares de
Cooper. No caso do supercondutor nemético, nao temos uma teoria microscopica (como
a BCS) para nos guiar para fixar o valor da carga. Portanto, fixamos este valor em 4e,
pois entendemos o supecondutor nematico como proveniénte de uma onda de densidade
de pares que foi desordenada a traves de dislocagoes (“melting de defeitos topologicos").
Finalmente, a medida de integracao d?z+/detg, é a medida usual invariante perante
reparametrizacoes.

Eq. ( ref eq: FLG) é o ponto de partida da anéalise do estado supercondutor ne-
mético e suas transicoes de fase. Este modelo possui algumas semelhancas com outros
estados de supercondutores descritos por parametros de ordem com componentes mul-
tiplas. Por exemplo, supercondutores de duas bandas com diferentes comprimentos de
coeréncia admitem vortices com fluxo magnético fracionario. A diferenga essencial com
0 nosso modelo é que o parametro de ordem nemético () nao acopla com o potencial
vetor A; de maneira minima, mas sim com a métrica. Existe também um acoplamento
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geométrico nao trivial entre os dois pardmetros de ordem que caracterizam exclusi-
vamente o estado supercondutor nemético. A seguir, analisamos a influéncia desses
acoplamentos nas configuragoes topolégicas que minimizam a energia livre, Eq. ( ref
eq: FLG).

Aproximacao de London

Algumas caracteristicas da estrutura topolégica pode ser visualizada usando uma apro-
ximagao mais simples para a energia livre, em analogia com a aproximacao de London
nos supercondutores usuais.

O sistema descrito pela equagao (2.158) possui trés escalas tipicas de comprimento.
O comprimento de coeréncia supercondutor

Qs

£ = (2.160)

lal
que realciona o coeficiente da derivada do pardmetro de ordem com a curvatura do
potencial supercondutor. Este comprimento define a escala tipica das modulagoes do
parametro de ordem supercondutor. Existe também um comprimento analogo que
define a escala de coeréncia do parametro de ordem nematico

S b 2.161
6=\ (2161)

Finalmente, o comprimento de penetragao de London A, é relacionado com a resposta
eletromagnética do sistema.No nosso modelo vem dado por

A= $ L (b> +O(A). (2.162)

138me2a, \ a

O coeficiente numérico é a metade do usual, devido a que a carga elementar é 4e nesse

modelo. Ainda, podem ser consideradas pequenas corre¢oes devido a anisotropia de
ordemA. Podemos definir entdo, dois constantes adimensionais dadas por,
kg = AL e Kp= As
& G
A primeira é o parametro de Abrikosov usual, enquanto que a segunda é um parametro
analogo para a componente nemética. O comprimento de penetragdo é o mesmo nas
duas defini¢oes devido a que o campo magnético nao acopla de forma minima com o
parametro de ordem nemaético. Para temperaturas T" << Tsc < Ty, podemos ignorar
flutuagoes de p and S. Da Eq. (2.158), e considerando S = S, and p = p,, dados pelas
Eqgs. (2.154) e (2.155), achamos a seguinte energia livre para a fase supercondutora
0(z) e a orientagao do diretor a(x),

F, = /dzx{ps

+A(ﬁ-(69+4eﬁ))2+;(ﬁxﬁ)2} : (2.164)

(2.163)

V6 + 4eA| + K|Vaf?
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onde ps = azp? (1 — A), K = 40,52, and \ = 2a,p? A. Esta aproximagao ¢ adequada
para baixas temperaturas em sistemas com k, >> 1 e Kk, >> 1.

Para campos magnéticos externos fracos, o sistema se encontra na fase Meissner.
Possui coeréncia de fase e o campo magnético é completamente expulso da amostra. No
entanto, proximo a um valor critico H,, ~ ¢o/\%, determinado pelo comprimento de
penetracao Ay, e pelo quanto de fluxo magnético ¢q, o sistema pode reduzir sua energia
deixando o fluxo magnético quantizado penetrar na amostra em uma regiao limitada de-
terminada pelo comprimento de coeréncia &,. Uma vez que o campo magnético penetra
na amostra, as supercorrentes circulantes suprimem o parametro da ordem supercon-
dutor dentro do nucleo. Por outro lado, para grandes distancias, as correntes produzem
uma magnetizacao que suprime o campo magnético em uma escala de comprimento
Ar. Para distancias ainda maiores, a densidade de corrente desaparece rapidamente. O
pardmetro de ordem nematico pode apresentar defeitos topolégicos denominados dis-
clinagoes. Elas sao regides em que o diretor n(x) tem uma descontinuidade. Em duas
dimensoes, as disclinacoes sao objetos pontuais, de forma que - dl-f = 27, desde que
a descontinuidade esteja dentro do caminho fechado C'. Esses defeitos sao compostos
por um nicleo em que o sistema € essencialmente isotropico. Em temperaturas muito
baixas, muito menores que a transicao isotropica-nemética, esperamos apenas poucas
disclinacoes, ja que o principal mecanismo para produzi-las sdo as flutuacoes térmicas.
No entanto, devido ao acoplamento geométrico com o pardmetro de ordem supercon-
dutor, a presenca de vortices sempre induz disclinagoes. Assim, em nosso modelo, as
disclinagoes sao indiretamente produzidas pelo campo magnético.

Na auséncia do acoplamento geométrico (A = 0), a equagao (2.164) se reduz a dois
modelos XY desacoplados. Nesse contexto, pela elevacao da temperatura, esperamos
duas transi¢goes independentes de Kosterlitz-Thouless; um delas é produzida pela proli-
feragao de vortices dando lugar a uma fase nemética metéalica e a outra por proliferagao
de disclinacoes, atingindo uma fase metalica completamente isotropica. Esse cenério
muda na presenca do acoplamento geométrico, pois forca o diretor a apontar perpendi-
cularmente ou paralelamente & supercorrente, dependendo do sinal de A. Este efeito é
facilmente compreendido ao observar que o ultimo termo da Eq. (2.164) é proporcional
aAn- J_;C)2 com a corrente jsc ~ V0 + 4eA. Para minimizar esse termo, n L J,. para
A > 0. Por outro lado, se A < 0, a energia ¢ minimizada considerando 7 || Js.. Assim,
em ambos os casos, as correntes induzem nematicidade. Em particular, a presenca de
um vortice induz uma configuragao de disclinac¢ao, conforme mostrado na Fig. (2.25)
para o caso A > 0.

Para mostrar esse comportamento, minimizamos a energia livre calculando

oF oF

=0 . — =0 2.165
00 " da ( )
Obtemos assim as seguintes equagoes diferenciais (por simplicidade, colocamos A= 0),

A
V2 + = (V04 V.0V, a) =0, (2.166)

ps
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Via — 2vmvm9=0, (2.167)

onde definimos os seguinte operadores diferenciais escalares

—

V, = 0-V, (2.168)
Vo, = axV. (2.169)

>

V, and V,, sdo derivadas direcionais paralela e perpendicular ao diretor n(z), respe-
tivamente.
Achamos trés tipos de configuragoes que sao solucao das equacoes (2.166) e (2.167):

a) A solugao trivial é 0(x) = 6y, a(x) = ap onde 6y e o sao dois constantes arbi-
trarias. Esta solugao representa um estado supercondutor anisotrépico com fase
global 6y e o diretor alinhado com a dire¢ao 7y = (cos ayp, sin ay).

b) Disclinagoes isoladas com 6(x) = 6y, e por exemplo, n;(x) = x;/r for r # 0. Esta
solucao tem corrente zero VO = 0, e o diretor se encotra em uma configuracao
topologica radial.

¢) Um vortice acoplado a uma disclinagao de tal forma que o diretor é perpendicular
a corrente em todos os pontos. Uma configuracao tipica é V,0 = e,-j:cj/TQ e
n;(z) = x;/r para r # 0. €; é o tensor anisimetrico de Levi-Civita tensor, entao,
A(x) - VO(x) = 0. Mostramos esta solucdo na figura (2.25).

Figura 2.25: Isolated vortex attached to a disclination. The radial director 7i(¥) is

locally perpendicular to the vortex current fsc(i”) Inside the core, the system is an
isotropic metal.

E interessante notar que um vértice isolado nao ¢ solucdo das equacdes Eqs. (2.166)
e (2.167), devido a que o acoplamento geométrico forga o diretor a apontar na diregao
perpendicular (ou paralela) as linhas de corrente, produzindo assim uma disclina¢ao
Portanto, na aproximagao de London, a proliferacao de defeitos topoldgicos no
estado nematico-supercondutor podese dar de duas formas possiveis: as disclinacoes
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isoladas poderiam proliferar restaurando a isotropia, mas sem afetar a supercondutivi-
dade, ou, a proliferagao de vortices fortemente ligados as disclinac¢oes, produzindo uma
fase metalica isotrdpica.

Na aproximacgao de London, é simples calcular a energia associada a uma configu-
racao de vortice acoplada com uma disclinagao. Para A > 0, J,. L n e a energia possui
essencialmente duas contribui¢oes independentes F,q = F, + Fy. A energia do vortice é
aproximadamente F, sim(¢a/A2)In(k,). Como a disclinagdo nao acopla com o campo
eletromagnético, Ey = 2nK In(L/ zi,), em que L é o tamanho linear da amostra.
Essa divergéncia infravermelha pode ser regulada com a distancia entre disclinagoes no
regime diluido. Para entender mais profundamente a interacao entre vortices e discli-
nacoes, calculemos a energia necessaria para criar um par vortice-disclinagao, separado
por uma distancia R. Considere, por exemplo, a configuragao representada na Fig (
ref fig: VDR). O vortice é centrado na origem, enquanto que a disclinagao é centrada

oQ

Figura 2.26: Vortex and Disclination shifted by a distance R in the z direction

a uma distancia R sobre o eixo x.

Lj

n; = o B (2.171)
(x — R)? + y?

com R, = R and R, = 0. A diferéncia de energia podemos calcula-la como AF(R) =
F,a(R) — F,4(0) usando a equacao (2.164),

AF(R) = A / &z (n(z)- V(z, R))* . (2.172)

Substituindo as equagoes (2.170) e (2.171) na equagao (2.172), e realizando explicita-
mente as integrais, achamos

R
AF(R) = 7|A|In <f) , (2.173)
a
onde a é o nucleo do vortice e R >> a. Descobrimos entao que, para longas distancias,

vortices e disclinagoes tem uma interagao atrativa logarftmica, cujo sinal independe do
sinal da carga topoldgica.
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2.7 Leis de escala, criticalidade e universalidade

Resumimos este capitulo destacando alguns resultados de carater geral que observamos
nos exemplos anteriores.

2.7.1 Comprimento de correlagao

Neste capitulo, na eq. (2.33), interpretamos a suscetibilidade magnética como uma
fungao de correlagao. Desta forma, foi possivel interpretar a grandeza £(7T7) (eq. (2.26))
como um comprimento de correlacao.

Podemos interpretar fisicamente o comprimento £(7') da seguinte forma. Imagine-
mos que temos um sistema termodinadmico qualquer. O estado do sistema fica definido
pelo valor de suas varidveis “externas", como temperatura 7', pressao P, campo magné-
tico H, etc. As propriedades fisicas sdo definidas como derivadas da energia livre, como
a magnetizacao M, o calor especifico C,,, a compressibilidade , etc. No caso de uma
fase homogénea podemos definir densidades das varidveis extensivas como a densidade
de energia livre f, entropia s, etc. Imaginemos agora que, de alguma, forma dividimos
o sistema em duas partes. Cada parte continuara a ter exatamente as mesmas proprie-
dades, ou seja, nao observaremos nenhuma mudanca nas grandezas intensivas nem nas
densidades das grandezas extensivas. Imaginemos ainda que continuamos dividindo o
sistema de forma recursiva. E claro que, se continuarmos fazendo divisdes, em algum
momento as propriedades termodindmicas comecarao a mudar. Isto é 6bvio porque,
no pior dos casos, chegaremos a escala atémica onde as leis da termodinamica macros-
copica ja nao funcionam. A pergunta é, para que escala comegaremos a perceber que
j& ndo estamos em presenca de um sistema termodindmico ou, dito de outra forma,
para que escala de comprimentos os graus de liberdade microscopicos comegam a ser
relevantes? A resposta é justamente o “comprimento de correlagao"¢. Na figura 2.27,
ilustramos o que acontece tipicamente dentro de uma fase desordenada. O sistema é

Figura 2.27: Dominios de raio £(7") separados por uma distancia r >> &.

composto por dominios de largura £. A funcdo de correlacdo para distancias r >> &
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sera zero. Ou seja, os graus de liberdade microscopicos nao estao correlacionados (sao
independentes) a distancias maiores que o comprimento de correlagdo. Isto é a base
para o estudo de modelos microscépicos simples e, consequentemente, a utilizagao da
teoria de perturbagbes em mecénica estatistica. Imaginemos por um momento que
& ~ a, onde a é a distdncia interatémica. Isto significa que podemos pensar cada
dominio composto de uns poucos atomos. Qualquer interacao, além desse dominio, se
torna irrelevante. Portanto se pudermos resolver o problema de poucos corpos, dentro
do dominio, o problema se reduz a um sistema fracamente interagente desses dominios.

Um fendémeno interessante acontece pero de uma transigao de fase continua. Como
vimos limy_,7, £(T)) = oo. Desta forma, percebemos a dificuldade de entender teori-
camente as vizinhancas de um ponto critico. Numa transicao de segunda ordem, as
variaveis microscopicas estao correlacionadas em todas as escalas, nao podendo definir
dominios fracamente interagentes, como ¢é feito nas fases nao criticas. Isto faz que num
ponto critico, a matéria se encontra em um estado completamente diferente as conheci-
das fases ordenada e desordenada. Em particular, ndo é possivel descrever um sistema
critico usando teoria de perturbacoes. Esta dificuldade é o que o faz a criticalidade
extremamente interessante e desafiadora.

Embora um sistema critico seja extremamente complexo do ponto de vista microsco-
pico, ele tem simplificacOes notaveis, justamente devido ao fato que suas propriedades
nao dependem fortemente dos detalhes microscopicos da teoria. Ou seja, podemos
achar leis fisicas que de alguma forma sao insensiveis aos detalhes da teoria. Elas
apenas dependem das simetrias e da dimensionalidade do sistema. Este fendmeno é
chamado de universalidade. O estudo da universalidade é um dos objetivos deste texto.

2.7.2 Leis de poténcia

Outra das observagoes deste capitulo é a existéncia de leis de poténcia para as gran-
dezas termodinamicas perto de um ponto critico. As leis de poténcias, podem ser
deduzidas a partir de leis de escalas e nao sao novas na fisica. Por exemplo considere
o antigo problema do movimento planetéirio de Keppler. Se aceitamos que o potencial
gravitacional é V(r) ~ 1/r. E facil deduzir apenas contando unidades, que o periodo
da orbita fechada de qualquer planeta é

T ~ /2 (2.174)

A deducao dessa equacgao pode ser feita “contando unidades". Por exemplo, a partir
do potencial, sabemos que a aceleragio da gravidade é proporcional a 1/r2. Por outro
lado, essa aceleragdo tem que ser proporcional & forca centripeta que é w?r ~ r/T?,
onde w ¢ a frequéncia angualar e T" o periodo. Dessas consideragoes, a equagao (2.174) é
deduzida de imediato. Para deduzir esta lei de poténcias se faz uma suposicao bésica;
assumimos que nao existem outras escalas importantes no problema. Por exemplo
se aplicarmos o problema & oOrbita terrestre, estamos supondo que o raio da terra é
desprezivel se comparado com a distancia tipica terra-sol. A suposicdo é mais forte,
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estamos dizendo que a escala terrestre nao tem importancia nenhuma na lei do periodo
da orbita.

Poderfamos utilizar o mesmo tipo de raciocinio para descrever uma transi¢cao de
fase. Por exemplo, vimos que na transi¢ao de fase ferromagnética a fungao de correlagao

quando r << ¢ tem a forma

Gr) ~ i (2.175)

(igual que o potencial gravitacional!). Num sistema termodindmico temos basicamente
duas escalas, a escala microscopica a, e o comprimento de correlagao &. Porém, perto
de um ponto critico & >> a, entao poderiamos desprezar esta escala microscopica da
mesma forma que desprezamos o raio da terra no problema de Kepler. Sendo assim, a
funcao de correlacao poderia ser escrita como

Gr) ~ (7€) (2176)

onde f é a chamada funcao de escala e obviamente r/¢ é adimensional. A partir desta
expressao podemos calcular entao a suscetibilidade magnética

x o~ [ @/
~ & / d?’r':l fr') (2.177)
onde r’ ¢ uma variavel de integracao adimensional. Portanto deduzimos que
X~ & (2.178)

Vemos que, apenas de uma analise dimensional cléssico, é possivel deduzir uma lei
de poténcias da suceptibilidade em fungdo da temperatura ou do comprimento de
correlacao. Porém, experimentos é célculos numéricos mostram que este resultado é
incorreto. Ou seja, existe uma lei de poténcias da suscetibilidade com o comprimento
de correlagao, porém, seu valor numérico nao é o correto. O que estamos deixando de
lado? O problema é que em uma transicao de fase continua todos as escalas contribuem
da mesma forma. Mesmo que £ >> a, nao é possivel ignorar a escala microscopica a.
Sendo assim, a fungao de correlagao teria a forma

Gr) ~ - f(r/E,a/8) (2179)

Neste caso, nao é possivel fazer uma analise dimensional para calcular y. No maximo,
podemos supor que para a/§ << 1 que ¢ a regiao de interesse, a fungao de escala tenha
um comportamento do tipo

fla/&) ~ (Z)n (2.180)
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onde 1 << 1 é um expoente desconhecido. Podemos agora calcular y fazendo analise
dimensional sobre a integral obtendo

X ~ al¢Fn (2.181)

A suscetibilidade continua sendo uma lei de poténcias do comprimento de correlacéo,
mas o expoente nao pode ser calculado apenas com analise dimensional. Por este motivo
n é chamada de dimensdo andmala. A explicagao natural destes expoentes, incluida
a dimensao anémala, sao dados pelo grupo de renormalizacao que estudaremos nos
proximos capitulos.

2.7.3 Expoentes criticos e universalidade

Os resultados obtidos da teoria de Landau para a transicdo de fase ferromagnética
podem ser resumidos da seguinte forma. Como o objetivo é estudar o sistema perto
do ponto critico, definimos duas varidveis adimensionais que medem precisamente a
distancia ao ponto critico, estas sao a temperatura reduzida e o campo magnético

adimensional
T-1T. H

b =
T. ’ kgT.

onde kg € a constante de Boltzman. O ponto critico é definido entao como (¢, h) = (0, 0)
e queremos estudar o sistema no regime ¢ << 1 e h << 1. Os resultados obtidos a
partir da teoria de Landau sao resumidos na tabela (2.1). Vemos que as diferentes
propriedades termodinamicas satisfazem leis de poténcia com certos expoentes chama-
dos de expoentes criticos. No caso da transi¢ao para/ferromagnética achamos o = 0,
f=1/2,v=1,0=3,v=1/2,en=0. O expoente z indicado na tabela tem um
carater diferente e nao foi calculado neste exemplo. z é um expoente dindmico. Até
agora consideramos propriedades de equilibrio. Porém, se tiramos o sistema critico
levemente do equilibrio, aplicando por exemplo um pequeno campo magnético depen-
dente do tempo, podemos perguntar qual o tempo caracteristico de relaxagao no qual
o sistema volta ao equilibrio. Veremos que isto também é uma lei de poténcias e o
tempo de relaxacao diverge no ponto critico com o expoente dindmico z. Porém, va-
mos postergar por enquanto o estudo de sistemas fora do equilibrio termodin&mico.

(2.182)

O outro exemplo que estudamos foi um fluido simples perto da transi¢ao liquido/gas.
Neste caso, a distancia ao ponto critico é definida pelas variaveis,

T_Tc ~ P —DPc
= p:

'
T, 7 Pe

(2.183)

com n = n.. Os resultados obtidos se encontram resumidos na tabela (2.2). Pode ser
observado a similitude de resultados identificando os parametros de ordem

M < (ng —ny) (2.184)
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Expoente critico ‘

lei de poténcia

‘ variavel termodinamica H

a C~ |t~ Calor especifico

6 M~ (—t)=P Magnetizagao

v X = OM/OH ~ |t|~7 | suscetibilidade

) M|, ~ R& Magnetiza¢ao no ponto critico
v &~ |t Comprimento de correlagao

n G(r)|y, ~ 1/|r|***" | Fungao de correlagao magnética
z T~ &7 Tempo de relaxagao

Tabela 2.1: Tabla magnetismo

H Expoente critico \

lei de poténcia

\ variavel termodinamica

a Cvl, ~[t[™ Calor especifico

6] ne —ny ~ (—t)™ | Diferenga de densidades liquido/gas
v Ky ~ [t]77 Compressibilidade

5 ng — ngly, ~ ' % | Pressao no ponto critico

v &~ |t Comprimento de correlagao

n G(r)|y, ~ 1/|r|* > | Fungao de correlagao de densidade
z T~ EF Tempo de relaxacao

e as variaveis externas h <> p. Mas, o mais impressionante deste resultado é que os
valores numéricos obtidos para os expoentes sdo exatamente os mesmos !!! Este fato
é um exemplo de universalidade. Ou seja dois sistemas completamente diferentes do
ponto de vista microscopico se comportam de forma idéntica perto de um ponto critico.

Nos proximos capitulos vamos aprofundar mais em esta ideia tentando entender
os motivos pelo qual este fenémeno ocorre. Para fazer isto temos que recorrer a um
tratamento mais microscépico, dado pela mecénica estatistica onde veremos com mais

Tabela 2.2: Tabla fluido simples

clareza as limitagoes da teoria de Landau.
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Exercicios

1. Considere a densidade energia livre de Landau dada por

1 1
f=grét+ g i+ u &1 + uz ¢ + U1z G1P;

comr; =a(T —T))=r—g,ro=a(T —Ty) =1+ g e up, uy e ujp quantidades
positivas. Mostrar que

a) para ujus < upz existem apenas trés fases onde uma linea de primeira ordem
encontra duas de segunda ordem num ponto bicritico (figura a)).

b) para ujus > up2 existem quatro fases no diagrama de fases, separadas por
transicoes de segunda ordem que se encontram em um ponto tetracritico como
mostrado na parte b) da figura 2.28.

Um tratamento completo deveria verificar que cada fase tem a menor energia
livre localmente estavel.

Figura 2.28: a) ujuy < ujg, a linha dupla indica uma transicdo de primeira ordem
enquanto que as linhas continuas sdo de segunda ordem. b) wjus > wuje, todas as
transi¢oes sao de segunda ordem.

2. Considere um antiferromagneto, cujo parametro de ordem é a “magnetizacao al-
ternada” (staggered magnetization), ms. O campo magnético externo nao acopla
com o parametro de ordem mas com a magnetizacao m. Considere que o acopla-
mento entre m e my é dado por

1 1 1
f:Ermg—kumi—i—arme—hm—kiwmimQ

onde r = a(T —T*), w > 0 e r,, > 0 independem da temperatura.
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Mostrar que este modelo tem um ponto tricritico & temperatura 7; e campo
magnético h; dados por

T o 2ur,y,
L = _
aw
3
B 2ury,
t - ’UJ2

Mostrar que o diagrama de fases é similar ao da figura 2, onde a transicdao de
segunda ordem para h < h; é

wh?

T.=T,— =
ary,

e a transigdo de primeira ordem para h > h; para |h — h;| pequeno é

wh? 1
T.=T, — 2% (g — 2o
t ar?ﬂ(n 477)

onde n =1 — (h?/h?).

T T T

Tricritical point _|
from critical
scattering

H iy (kG)

0.6
0.5

0.4

m(ﬂ/mo

0.3

0.2

0.1 1 L 1
19 20 21 22

T (K)

Fig. 4.6.4. Phase diagrams for the metamagnet FeCl, in (a) the internal
field-temperature plane and (b) the magnetization-temperature plane. The
lines in these curves are guides to the eye. [R.J. Birgeneau, G. Shirane, M.
Blume, and W.C. Koehler, Phys. Rev. Lett. 33, 1100 (1974)]

Figura 2.29:
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3. a) Considere o parametro de ordem nematico em duas dimensoes

1
Qij = S (nmj — 55”>

onde n; sao as componentes do vetor unitario 7 (chamado diretor).

Construir a energia livre de Landau para esse parametro de ordem e demonstrar
que a transicdo de fase isotropica-nemética em duas dimensdes é de segunda
ordem (e nao de primeira como em trés dimensoes).

b) Mostre que, neste caso, é possivel reescrever o parametro de ordem como um
ntmero complexo, sendo

Q =9 ei29

Mostrar que o pardmetro de ordem é invariante perante uma rotacao de angulo
7. Faze-lo na representagao tensorial e a representacao complexa. Construa a
energia livre (com a representagao complexa) e mostre que é a mesma que usando
o parametro de ordem tensorial.

4. Considere a transigao de fase isotropica-nematica (em trés dimensoes) perto do
ponto especial onde o coeficiente da poténcia cubica é zero (ponto de Landau).

Considere a possibilidade de ter uma fase nematica biaxial e uniaxial usando o
parametro de ordem

2s 0 0
Q=] 0 —1S+n 0
0 0 —%S—n

Mostre que duas linhas de primeira ordem e duas de segunda ordem se encontram
no ponto de Landau. De um lado do ponto de Landau existe uma transicao de
primeira ordem de um liquido isotrépico para uma fase com S > 0. Do outro
lado acontece a mesma coisa mas a transi¢gao é para um estado com S < 0. As
duas lineas de segunda ordem encerram uma fase biaxial onde tanto S quanto n
sao diferentes de zero.

5. Considere o modelo vetorial O(n). O parametro de ordem ¢ um vetor ¢ num
espago n-dimensional R". Escreva a energia livre de Landau impondo que ela
deve ser invariante perante rotagoes.

Mostre que a transicao de fase é do mesmo tipo que o modelo de Ising onde n = 1.

Estude a suscetibilidade na fase ordenada q; =(1,0,0...,0). Mostre que, mesmo
sendo uma fase ordenada, a suscetibilidade nem sempre é uma lei exponencial
(dependendo da diregdo do campo externo aplicado). Existem dire¢oes nas quais
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a correlacao é uma lei de poténcias. Em outras palavras, o comprimento de cor-
relacao é anisotrdépico, sendo infinito para algumas diregoes e finito para outras.

Este comportamento é tipico de uma quebra espontanea de simetria continua. Os
modos cujo comprimento de correlagao é infinito na fase ordenada (longe do ponto
critico) sao chamados de “modos de Glodstone”. Represente estes modos num
diagrama de energia para o caso O(2). Este modelo é popularmente conhecido
como modelo XY



Capitulo 3

Abordagem microscopica

O marco teorico para o estudo de sistemas termodindmicos do ponto de vista microsco-
pico é a mecanica estatisitica. A ferramente basica desta teoria é a funcao de particao

Z=Tr (e (3.1)

onde 8 =1/(kgT), e H é o hamiltoniano do sistema. O T'r significa somar sobre todos
os estados accesiveis do sistema.
A partir desta funcédo a energia livre pode ser calculada como

F——;mz (3.2)

O problema de esta abordagem é que para qualquer hamiltoniano H razoavelmente

realista é impossivel fazer o calculo da fungao de parti¢ao Z. Por este motivo recorremos

a modelos simples que tentem capturar a os graus de liberdade basicos que descrevem

o sistema. Mesmo assim, a fungao de particao nao pode ser calculada exatamente para
a maioria dos modelos simples.

Entao, qual a chance de descrever um material real, a partir de modelos simples via

o céalculo da funcao de particao? No estudo dos fenémenos criticos somos auxiliados

pelo conceito de universalidade, o que permitiria a descricao de sistemas reais em termo

de modelos muito simples. Esta conexao é a ideia essencial do grupo de renormalizacao.

3.1 Modelos simples

Nesta secao descreveremos alguns modelos muito simples que aspiram a descrever sis-
temas reais.

3.1.1 O modelo de Ising

O comportamento magnético em um so6lido é extremamente complicado se quisermos
fazer uma descrigado microscopica. O magnetismo se origina nos atomos cujo momento

73
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magnético é, principalmente, uma combinacao dos momentos magnéticos orbitais e de
spin dos elétrons. Considere que queremos descrever um material ferromagnético como
por exemplo Fe ou Ni. Um modelo simplificado para descrever esses materiais é pensar
que cada atomo tem um momento magnético localizado ao que usualmente chamamos
de “spin". Do ponto de vista teérico poderiamos considerar entdo operadores de spin
quénticos S = %&' (onde & sao as matrizes de Pauli), localizados numa certa rede. Note
que isto ja é uma simplificagdo enorme. Em principio estamos focando em spin 1/2,
por esse motivo a escolha das matrizes de Pauli. Por outro lado, estamos simplificando
a complexidade de um atomo em apenas seu spin resultante, supondo que esse spin
nao é modificado pela interagao entre atomos.

Em termo desses graus de liberdade podemos escrever um hamiltoniano para re-
presentar a energia do sistema. Cada spin acopla com um campo magnético externo
de forma linear, B-S. Alem disso, podemos supor que cada spin interage com seus
vizinhos. Podemos escrever um hamiltoniano quadratico como,

H= —Z ST J(r,r) G(r) - G(r') — > B S é(r) (3.3)

rr! T

onde J(r,r") é a energia de interagao entre dois spins situados nas posi¢oes r e ' de uma
rede. Se J > 0, o acoplamento é ferromagnético ja que dois spins alineados tendem a
baixar a energia. Se por sua vez, J < 0, o acoplamento é antiferromagnético ja que a
energia é minimizada por uma configuracido de spins antialineados. Este modelo é o
chamado modelo de Heisemberg quantico. Uma propriedade importante desse modelo é
sua simetria. Ele é invariante se rotarmos todos os spins um certo angulo. Como o spin
é um operador vetorial, o produto escalar garante que o hamiltoniano serd também um
escalar. Desta forma, o hamiltoniano de Heisember é invariante perante transformacoes
do grupo O(3) (gupo ortogonal de de tres parametros).

Se a temperatura critica deste modelo T, nao for muito baixa, as flutuacées quan-
ticas perto do ponto critico sao muito menores que as flutuagoes térmicas. Neste caso,
o sistema pode ser descrito por um hamiltoniano muito mais simples

H= —% S Jrr) §(r) - S() — B - Y 8(r) (3.4)

rr!

onde 5‘, ¢ um vetor cldssico em R3. Este ¢ o modelo de Heisemberg classico. Por
uma questao de costume chamaremos a variavel S de spin, porém, deve ser lembrado
que isto é um abuso da linguagem ja que nao existem “spines” classicos. Note que
este hamiltoniano classico é muito mais simples que o quéntico, ji que o espaco de
configuragoes é descrito apenas por vetores de modulo constante em 3 dimensoes, e
nao por operadores em um espaco de Hilbert. Porém, a simetria do modelo classico é
exatamente a mesma que o modelo quantico. Ele ¢ invariante perante o grupo O(3).
Tem materiais que pelas sua estrutura tem alguma anisotropia. Dessa forma exis-
tem diregoes preferenciais para o alinhamento do momento magnético. Nesse caso,
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poderiamos fazer mais uma aproximagao. Consideremos por exemplo uma anisotro-
pia muito grande (a rigor infinito). Nesse caso os spins vao se alinhar com o eixo
de anisotropia. Chamando esse eixo de z, temos que os spins poderdao tomar valores
S, = +1. Ou seja, alinhado ou anti-alinhado com o eixo da anisotropia. Neste caso o
hamiltoniano fica escrito como

o= —% S (') S(r)S() — n BY S(r) (3.5)

rr!

Este modelo é muito mais simples que o modelo de Heisember e, de fato, tem uma
fisica completamente diferente. O motivo é que sua simetria mudou dramaticamente.
O hamiltoniano (3.5) tem simetria discreta Z,, ou seja, em auséncia de campo magné-
tico externo, ele é invariante perante a transformagao S(r) — —S(r). Esse modelo é
chamado de modelo de Ising.

3.1.2 Fluidos simples

Vamos modelar um fluido simples como um conjunto de N particulas localizadas nas
posigoes 71, ..., ry, submetidas a um potencial de interagao V(ry,...,r,) o qual sera
considerado de dois corpos. O potencial é atrativo no longo alcance e repulsivo no
curto alcance. A funcdo de particdo grande canénica é dada por

N
7= [ dry PR V) (3.6)
NI

onde 7 ¢é a fugacidade e controla o valor medio do niimero de particulas.

Consideremos agora o modelo em uma rede. Ou seja, supomos que cada particula
pode ocupar um vértice de uma rede arbitraria. Este modelo é chamado de modelo de
“gas na rede”. Uma variavel conveniente para descrever a densidade do gas é o nimero
de ocupagao n(r), definido como

0 se nao existe nenhuma particula na posicao r
n(r) = (3.7)

n se existem n particulas na posicao r

A aproximacao forte é a seguinte, se considerarmos que o potencial repulsivo de
curto alcange é muito forte, podemos impor que em cada sitio da rede pode haver
apenas uma particula. Neste caso o nimero de ocupagao pode ter apenas dois valores,

0 se nao existe nenhuma particula na posigao r
n(r) = (3.8)
1 se tiver uma particulas na posicao r

Em fungao do nimero de ocupagao, a fungao de parti¢ao (3.6) toma a forma

Z= 3 pgien) PBE . I nemtr) (3.9)

n=0,1
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Onde J(r,r") é a parte do potencial atrativo de longo alcance.

Finalmente podemos escrever a funcdo de particao de uma forma mais familiar,
introduzindo a variavel S(r) = 2n(r) — 1. Quando n(r) = 0, 1 a variavel S toma valores
S = —1,1. Quer dizer, S(r) = 1 significa que tem uma particula na posigao r e ' = —1
significa que o sitio r esta vazio. Substituindo esta variavel em (3.9) obtemos

7 — Ty eg >, Jr) SIS =B Y, S(r) (3.10)
onde 1
B = Ekalnn—l—ZJ(r,r’) (3.11)

,’J

Este modelo é completamente equivalente ao modelo de Ising na presenga de um campo
magnético externo B, dado pela eq. (3.11). Vemos que em geral, o fluido ndo possui a
simetria S — —S. Porém, a simetria Z, emerge na criticalidade (B = 0).

3.2 O modelo de Ising em uma dimensao: solucao
exata

O modelo de Ising é um dos modelos mais simples a ser considerados que permitem
descrever uma transicao de fase. Mesmo com sua simplicidade ele nao pode ser resolvido
para dimensao d = 3 ou maior. As tnicas solugoes exatas conhecidas sao para o modelo
unidimensional d = 1 e o modelo bidimensional d = 2 com campo magnético externo
zero B = 0. Vamos mostrar o resultado da energia livre para o modelo unidimensional.
O hamiltoniano de Ising em uma dimensao e com acoplamento a primeiros vizinhos,
na auséncia de campo externo pode ser escrito como
N-1
H=-7J) S5 (3.12)
i=1
O indice ¢ indica o sitio da rede unidimensional. Em cada sitio temos uma variavel
binaria que pode tomar valores +£1. J > 0 é a constante de acoplamento ferromagnética
entre primeiros vizinhos. A funcao de particdo pode ser escrita como

7 Z ekz%T Zi\]:_llsiswrl _ Z Aﬁl eK S;iSit1 (313)

{S:} {si} =1
onde definimos a constante K = J/(k,T') e

o= > > (3.14)

{S:} s1=—1,1 s9=—1,1 sy=—1,1

Observando que 5;5;,1 apenas pode tomar os valores +1, podemos rescrever as
funcdes {eX,e %} em uma base de fungdes hiperbolicas {sinh K,cosh K}. E simples
verificar,

e 5%t — cosh K (1 4 53511 tanh K) (3.15)



Daniel G. Barci - DFT-UERJ - 2020 it

com esta substituicao a funcao de particao fica

N-1
Z = (cosh K)" 'S I] (1 + SiSis1 tanh K) (3.16)
{8:} i=1

A vantagem dessa equacao é que as varidveis dindmicas S; sao escritas de forma po-
linomial e ndo mais num expoente. O produtédrio pode ser reescrita em termos com
poténcias da tanh K. Esquematicamente

N-1
H (1 + Sisi+1 tanh K) =1+ tanhKZ SiSi+1
i=1 i

+ (tanh K)*3" (SSSS) + (tanh K)* >~ (SSSSSS)
+ ... (3.17)

onde as somas Y (SSS5S) indicam a soma do produto de todos os pares consecuti-
vos possiveis. A equagao (3.17) é uma expansao em altas temperaturas, ja que para
kgT >> J, K << 1 e portanto tanh K ~ K << 1.

Para fazer o célculo explicitamente, podemos representar a expansao de forma gra-
fica, representado com um “elo"cada par de spins consecutivos. A ideia é que em cada
termo da expansao, somamos sobre todas as configuragoes com um nimero fixo de elos
possiveis. Consideremos, por exemplo, o termo com poténcia seis. Um dos termos da
soma poderia ser

(tanh K)°® (5553) (S45) (S5S6) (3.18)

como indicado no diagrama da figura 3.1 Cada elo é representado pela linha obscura

1 | SRR W SN ! i

Figura 3.1: Temo de trés pares que contribui & expansao da fungdo de particao em
poténcias de tanh K

que une dois spins consecutivos. Estes termos tém que ser somados sobre todas as
configuragoes possiveis dos spins. Se focarmos apenas em um par, vemos que

2.0 (9285 = (1) + (=1)(=1) + (D)(-1) + (-=1)(1) = 0. (3.19)

S2 S3

Observamos que isto vai acontecer sempre que somemos sobre um spin conectado com
apenas um elo. A tnica forma que a soma seja diferente de zero é que cada spin
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esteja conectado com um niimero par de elos, 0 ou 2 no presente caso unidimensional.
Portanto, a soma sobre configuragoes de cada termo da expansdo em poténcias é zero.
Isto significa que o tnico termo que contribui na expansao da funcao de particao é
constante (poténcia zero (tanh K)°).

O resultado da fungao de particao é

Z =2V (cosh K)N ! (3.20)

Este resultado é notavel. E um dos poucos casos em que a fungao de partigao pode ser
somada de forma exata. Por outro lado, o resultado é muito simples. A partir dessa
expressao, a energia livre é

F(T,N) = —kpT'In (2" [cosh K]V™) (3.21)

Podemos observar que esta funcao é uma funcao analitica da temperatura. Esse resul-
tado é esperado ja que num sistema fisico finito, isto é, com um ntmero finito de graus
de liberdade, nao existem transi¢oes de fase. Se quisermos estudar possiveis transicoes,
temos que calcular a densidade de energia livre por spin, para depois fazer o limite
termodinamico

F(T) = lim _”@NT InZ (3.22)

N—oo

obtendo

- ) (3.23)

Novamente, é importante notar que conseguimos calcular de forma exata a energia
livre de um modelo microscopico particular no limite termodinamico. Observamos que
f(T) dada pela equagao (3.23) é uma fungao analitica da temperatura 7', exceto em
T = 0. Isto indica que o modelo de Ising unidimensional ndo tem transicao de fase. Em
outras palavras, o sistema apenas se ordena de forma ferromagnética a temperatura
zero. Qualquer flutuagdo térmica, mesmo infinitesimal desordena o sistema.

Por um lado, conseguimos formular um modelo simples de magnetismo que pode ser
resolvido de forma exata. Por outro lado, o sistema nao apresenta transicoes de fase.
Nesse sentido, o resultado é decepcionante, ja que este modelo no possui a fisica que nos
propusemos estudar que é a transi¢ao de fase ferromagnética/paramagnética. A nao
existéncia de transi¢oes no modelo de Ising unidimensional é um caso especial de um
teorema mais geral devido a Pierls, que estabelece que nenhum sistema unidimensional
com interagoes de alcance finita pode sofrer quebra espontanea de simetria.

Para entender melhor a natureza da fase descrita por este modelo, podemos calcular
a funcao de correlagao

f(T) = —kgTn (2 cosh

1 J N-1
<SZSJ> == Z ZSZSJ ekT 22:1 SeSet1 (324)
{s}
A técnica de célculo é completamente analoga & usada para calcular a fungéo de par-
ticao. Expandindo o exponencial em termos de fungoes hyperbolicas,
N—1

(SiS;) = (cosh )™ 578,85 T (1 + SeSey1 tanh K) (3.25)
{S¢} =1
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Vemos, da mesma forma que no célculo da funcao de parti¢ao, os tinicos termos nao
nulos sao aqueles que tem um ntmero par de elos saindo de cada spin. Neste caso,
apenas temos que associar um elo fixo ao par externo 5;5;. Nao ¢ dificil perceber que
o0s Gnicos termos que contribuem sao aqueles com poténcia |i — j|, ou seja a distancia
na rede entre os spins S; e S; para os quais estamos calculando a funcao de correlagao.
Obtemos desta forma,

(S:S;) = (tanh k)" = g~lislntanh K (3.26)

Reestabelecendo as unidades, considerando o distancia mais préxima entre spins como
sendo a (pardmetro de rede), obtemos

_ri—ryl

(SiSj) =e” T (3.27)

onde identificamos o comprimento de correlacao

a

§(T) (3.28)

N ‘ln tanh chiT’

Vemos que o comprimento de correlagao é finito para T # 0, o que indica que a fase
¢ desordenada para qualquer temperatura finita. Apenas para o estado fundamental
T =0, £ - o0, indicando um estado ordenado.

3.3 Aproximacao de campo médio

O célculo do trago na fungao de parti¢ao muito poucas vezes pode ser feito. Na segao
anterior vimos um exemplo onde isso ocorre. Também conhecemos a solucao exata,
devida a Onsager, do modelo de Ising em duas dimensoes sem campo magnético ex-
terno. Porém, para qualquer ntmero de dimensbdes nao existe solucao exata mesmo
nesse modelo tao simples. Precisamos entao algum tipo de técnica para aproximar
a funcdo de particdo tentando obter a fisica relevante do sistema. Nesta secdo apre-
sentamos uma dessas técnicas chamada aproximacdo de campo médio. Por motivos
didaticos usaremos o exemplo do modelo de Ising para descrever a técnica, porém, ela
é completamente geral e pode ser usada para qualquer modelo.
Comegamos considerando a func¢ao de parti¢cao do modelo de Ising

7 Tre%ﬂ Zm, J(rr") S(S()+B BY., S(r) (3'29)

onde como sempre = 1/(kgT), B & o campo magnético externo e J(r — r’) ¢ uma
interacao de curto alcance entre sitios de uma rede r e r’. A variavel discreta S(r) pode
tomar apenas os valores +1.

O problema para o calculo do traco reside no termo quadratico JSS. A ideia é
linearizar este termo para poder calcular o traco de forma direta tentando capturar a
fisica essencial (que é a presenga ou nao de uma transicao de fase).
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A magnetizacao local do sistema vem dada por M(r) = (S(r)) e se o sistema
se ordena ferromagnéticamente podemos supor que esta magnetizacao independe da
posicao M = (S(r)). A magnetizagao total sera entao M N onde N é o namero de
sitios da rede.

Escrevemos a identidade

S(ry=M+S(r)— M= M+4S(r) (3.30)

onde definimos a flutuagao S(r) = S(r) — M. Em outras palavras, 0.5 mede quanto se
afasta o valor da variavel S(r) do seu valor médio M = (S(r)). A ideia da aproximagao
é substituir esta identidade no termo quadrético e reter apenas termos lineares em 4.5,
ou seja, desprezar flutuagoes de ordem (65(r))% A acuracia dessa aproximagao serd
analisada a posteriori. Desta forma, escrevemos

S(r)S(r')y = [M+6S(r)][M +46S(r")]
~ M? 4 M3S(r) + MoS(r') + 0 ((69)?) (3.31)
Substituindo esta expressao no hamiltoniano H obtemos

BH ~ ;ﬁZJ(T —r') (M[S(T’) +S(r')] — MQ) —i—,BBZS(r)

r,r!

~ —;NﬁjMQ +B(JM+B)>_S(r) (3.32)

onde definimos a constante de acoplamento J =Y., J(r —1’) e N é o nimero total de
sitios da rede. Vemos que o primeiro termo é uma constante e o segundo é linear em
S(r). Substituindo na funcdo de partigdo obtemos

7 = e iNBIMZ N BUMAE) Y, S(r) (3.33)
{8}
Como o expoente ¢ linear, agora fica facilmente fatorizavel como
7 = ¢ dNBIM? ST T BUMEB)S() (3.34)
{smy r

e como a variavel S(r) apenas pode tomar os valores £1, a soma sobre configurac¢oes
pode ser feita de forma direta, obtendo,

Z ~ e 2NBIM? 19 cosh (JM + B)Y (3.35)

A partir deste resultado é simples calcular a energia livre por spin na aproximacao
de campo médio

fem(T, M, B) = ;JMQ—élncoshB(JM—i—B) (3.36)
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E importante fazer algumas observacoes sobre essa energia livre. Primeiro, ela néao
depende do ntimero de dimensoes do espaco. Isto é comum a qualquer aproximagao de
campo médio. Uma observacao importante é que, a principio, nao fizemos nenhuma
aproximagao na temperatura nem no campo magnético, portanto ela poderia descrever
todo o diagrama de fases e nao apenas a vizinhanca do ponto critico como a teoria de
Landau. Também, observamos da equacao (3.36) que a energia encontrada é fungao de
trés variaveis, T, M, B. Porém, como sabemos, a energia livre nao pode depender do
campo magnético e a magnetizagao simultaneamente, pois elas sao varidveis conjuga-
das. Na verdade, a magnetizacao foi introduzida pela definigao M = (S) o que implica
que ela nao deve ser considerada uma variavel independente, mas como uma funcao do
campo magnético e a temperatura, M = M(T, B). Para obter a magnetizagao devemos
usar a equacao de estado

dfem
M(T,B) = 3.37
B =G5 (337)
Desta forma obtemos a equacdo de campo médio
M = tanh g (JM + B) (3.38)

Outra forma alternativa de obter a mesma equagao, é considerar que M é um campo
médio auxiliar que foi introduzido na aproximagao e deve ser escolhido com o valor que
minimiza a energia livre considerando B e T constantes; 0 fom/OM = 0. Essa condigao
leva & mesma equagao de campo médio (3.38).

A equacdo de campo médio é uma equacao transcendental que dever ser resolvida,
em principio, numericamente. E possivel ganhar intuicdo sobre esta equacdo se inver-
temos ela da seguinte forma

BJM + B = arctanh(M) (3.39)

Podemos tentar resolver esta equacao de forma grafica. As solucbes para M serdao os
pontos de intersecao das curvas

yp(M) = BB+BJM (3.40)
y2(M) = arctanh(M) (3.41)

A funcdo yo nao tem pardmetros, entdao pode ser desenhada de forma univoca, en-
quanto que a fungao y; é uma reta. O campo magnético externo determina o termo
independente da reta; ou seja, onde a reta corta o eixo y. O parametro SJ controla a
inclinagao da reta. Variando convenientemente os parametros B, § podemos construir
o diagrama de fases de campo médio que coincide com o diagrama da figura (1.3).
Consideremos por exemplo o caso de B > 0. Para temperaturas altas Jg < 1
e a inclinagdo da reta é menor que 7/4. Nesse caso, o ponto de intersegdo entre
y1(M) = y2(M) é tnico. Temos uma magnetizagdo positiva induzida pelo campo
magnético B, sendo a fase paramagnética. Reduzindo o campo magnético mantendo
a temperatura constante, a reta é abaixada com inclinacao constante e é facil verificar
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que a intersecao continua sendo tnica, e muda de sinal quando o campo B muda de
sinal. Ou seja, nao tem diferenca de fases nesta regido. Estas solucoes estao indicadas
na figura 3.2

0.5 1.0

Figura 3.2: Solucao grafica da equacao 3.39, na fase de alta temperatura. Os prametros
foram fixados fJ = 0.5

Consideremos agora o caso de temperatura baixa SJ > 1. Neste caso, para um
campo magnético suficientemente alto, a intersecdo das curvas fornece apenas uma
solucao para M > 0. Conforme abaixamos o campo magnético aparece um valor para
o campo B* onde a fungao y; interseta a yo em dois pontos, M; > 0 e My < 0, de tal
forma que |M,| < |M;|. E simples comprovar que fon(Ms) > fon(M;), ou seja M é o
minimo global (a verdadeira magnetizagao) enquanto que M, é um minimo local, ou seja
um estado meta-estavel. Diminuindo o campo magnético a situagao se mantém igual até
o campo atingir o valor zero. Neste momento temos trés solugoes, My, 0, —M; todas
com a mesma energia, sendo M, —M; minimos degenerados e M = 0 um maximo.
Diminuindo ainda mais o campo magnético para valores negativos, voltamos a ter
dois intersegoes, porém, o minimo absoluto passa do valor positivo ao negativo. Isto
caracteriza a linha de primeira ordem descrita no diagrama de fases da figura (1.3).
Analisamos a estrutura dessas solugoes na figura 3.3.

E instrutivo também analisar o grafico da figura 3.4 para B = 0 em funcao da
temperatura. Para $J < 1 o tnico ponto de interse¢ao ¢ M = 0 indicando a fase de-
sordenada (paramagnética) do sistema. Conforme abaixamos a temperatura a valores
BJ > 1 comegamos a observar a apari¢ao de duas solugoes simétricas. Essas solugoes
aparecem de forma continua no ponto critico 5.J = 1 dado que y5(0) = 1. Portanto,
temos uma transigao de fase continua em k7. = J e B =0 ((1.3)).

Dessa forma, a equagao de campo médio (3.38) descreve corretamente a topologia do
diagrama de fases descrito na figura 1.3 e ainda nos fornece um valor para a temperatura
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Figura 3.3: Solucao gréfica da equagao 3.39, na fase de baixa temperatura. Os prame-
tros foram fixados 5J = 1.5

critica T, = J/kp. Notamos que na aproximacao de campo médio, a energia térmica
no ponto critico, kg7, coincide com a energia de interagao entre spins J, que é o tnico
parametro do hamiltoniano com unidades de energia.

Para calcular a dependéncia da magnetizagdo com a temperatura perto do ponto
critico observamos que perto desse ponto M << 1. Expandindo a fungao arctgh em
serie de Taylor

1
arctanh(M) ~ M + §M3 + O(M?) (3.42)

obtemos uma aproximagcao da equacao de campo médio perto do ponto critico
M~ (1+t)(M + ;MS) (3.43)

onde definimos a temperatura reduzida t = (7' — T..) /T.. Resolvendo, achamos
M ~ /2 (3.44)

Ou seja, obtemos = 1/2, o mesmo expoente critico que a teoria de Landau.
O mesmo tipo de aproximacao pode ser realizado na energia livre foy da equagao
(3.36). Expandindo a funcéo In cosh obtemos

fom ~ a -+ btM? + cM* + dH M. (3.45)

onde a, b, c,d sao constantes que nao dependem de 7. Vemos que a energia livre de
campo médio perto do ponto critico tem exatamente a mesma estrutura que a teoria
de Landau. Portanto os expoentes criticos sdo os mesmos, = 1/2,7 =1, = 3.
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Figura 3.4: Solucao grafica da equagao 3.39, na fase de baixa temperatura. Os para-
metros foram fixados, B =0, §J = 1.5

Desses resultados observamos o seguinte: a aproximagao de campo médio descreve
bem a topologia do diagrama de fases. Ou seja, a aproximagao pode ser usada para
calcular observaveis em qualquer regiao, nao apenas perto do ponto critico. Perto do
ponto critico ela reproduz os mesmos expoentes criticos que a teoria de Landau. Por
este motivo os expoentes criticos na aproximacao de campo médio sao chamados de
expoentes de Landau. Esta aproximacao também permitiu fazer uma estimativa da
temperatura critica em termos de propriedades microscopicas do sistema kg7, = J.
Essa informacgao nao é fornecida pela teoria de Landau onde a temperatura critica entra
como um parametro fenomenolégico. Deve ser observado que a temperatura critica nao
é um valor universal, ela depende do modelo especifico e portanto, esperamos que tenha
importantes correcoes ao valor de campo médio, quando a aproximacao for melhorada.

Existem problemas sérios na aproximacao de campo médio, o primeiro é que ela
nao depende da dimensionalidade do sistema. Por outro lado, ja demonstramos que o
modelo de Ising unidimensional nao apresenta transicao de fase e isso é um resultado
exato. A aproximacao de campo médio prediz uma transicdio mesmo em uma dimen-
sdo. Isto é uma contradi¢ao muito forte que nos indica que devem existir limites claros
para sua aplicacao. Por outro lado, o valor numérico dos expoentes criticos sao conhe-
cidos seja porque existem resultados exatos, seja por simulagdes numéricas. Na tabela
(3.1) resumimos alguns resultados conhecidos do modelo de Ising. Vemos que o valor
numérico da aproximacao de campo médio é muito distante dos resultados exatos ou
numéricos. Outra observacao é que conforme a dimensionalidade aumenta os valores
ficam mais perto dos de campo médio. Isto nos leva a pensar que quanto maior a
dimensioanlidade menor as flutuacoes ao redor do campo médio. Podemos formalizar
essa intuicao fazendo uma estimativa comparativa do valor das flutuagoes. Isto leva ao
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| [cM] D=2 [D=3]

a| 0 |In(T"-1T.) | 0.110
g 1/2 0.125 0.312
1 175 | 1.238
o 3 15 Y

Tabela 3.1: expoenteslsing

conhecido critério de Ginzburg que descrevermos a continuagao.

3.4 O critério de Ginzburg e a dimensao critica supe-
rior
Para determinarmos até onde a aproximacao de campo médio pode ser aplicada é

necessario fazer o calculo da funcao de correlacao na aproximagao de campo médio.
Isto é, precisamos calcular

e (5098(0) 17 10775090
<S(T)S(O)> = Tre%ﬁ Zr,r’ J(T,T/) S(T)S(T’)

(3.46)

Inserindo a identidade 1 = dg(0),+1 + ds(0),—1 1o numerador e fazendo uso da simetria
S(r) — —S(r) para todo r, obtemos a seguinte expressao para a func¢ao de correlagao.

T (S () €38 L T S(T)S(w))
<S(T)S(O)> - Trleéﬁzrml J(ra') S(r)S(r)

(3.47)

onde Tr’ significa a soma sobre todas as configuragdes possiveis, mantendo S(0) = 1.
Isto permite interpretar a funcao de correlagao como uma funcgao resposta. Ou seja,
podemos pensar que aplicamos um campo magnético local, a fim de alinhar o spin na
origem na direcao positiva, e queremos calcular qual é a resposta na magnetizacao a
uma distancia r da origem. Fazendo os mesmos célculos que anteriormente, apenas
levando em conta que agora que o sistema nao ¢é invariante perante translacgoes, ja que
fixamos a origem, obtemos a equagao de campo médio

M(r) = tanh (Z J(r — r’)M(r')) (3.48)

Na fase paramagnética, esperamos que a magnetizagdo seja zero para distancias
superiores ao comprimento de correlacao. Podemos entao simplificar essa equacao
expandindo a tanh

M(r)=p8>_J(r—r")M(r') + corre¢des para r << £ (3.49)
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Os temos locais com r << & podem ser aproximados por C'd(r). Desta forma, podemos
resolver a equagao (3.49) mediante o uso da transformada de Fourier

M(k) = BJ(k)M(k) 4 C (3.50)

Onde M e J sio as transformadas de Fourier de M(r) e J(r) respetivamente.
Obtemos para a magnetizagao em espaco de momentos,

~ C

M(k) = T (3.51)

Como J(r) é de curto alcance, e estamos interessado no comportamento a grandes
distancias (pequenos momentos), podemos expandir a func¢ao J(k) em poténcias de k,

J(k) = J(0) + %J”(o)k2 +... (3.52)

onde o termo linear nao existe para manter invaridncia perante rotagoes. Podemos
escrever as constantes da expansao em termos de J(r) como

JO)=>J(r)=J (3.53)

e
1 .
EJH(O) =— ZT:TZJ(T) . (3.54)
Definindo o alcance meio da interagao R como
>, r2d(r)
RP=2r" 3.55
= 70) 359
a expansao de J fica )
J(k) =7 (1 - R?K?) + ... (3.56)

Obtemos finalmente a magnetizacao escrita em termo de pardmetros mais intuitivos
como a energia de interacao entes spines J e o alcance da interacao R,
~ C
M(k) =
(k) 1—-38J(1— R%k?)

(3.57)

Vamos usar a notacdo G(k) em vez de M(k), para lembrar que é uma funcio
resposta, ou seja é a magnetizagao no ponto r como consequéncia da aplicagao de um
campo na origem. Definindo a constante £ = Rt~/2, sendo t a temperatura reduzida,
obtemos uma forma mais familiar da funcao resposta

~ CR™

G(k) = Eaw=l (3.58)



Daniel G. Barci - DFT-UERJ - 2020 87

Realizando a antitransformada de Fourier, obtemos a func¢ao resposta no espaco de
configuracao,

G(r) = —= (3.59)

onde d é a dimensao do espaco. Isto permite identificar £ com comprimento de corre-
lagao obtendo desta forma os expoentes criticos v = 1/2 e n = 0. Esses expoentes tém
o0 mesmo valor numeérico que os calculados na teoria de Landau.

Agora estamos em condigoes de estabelecer sob que circunstiancias a aproximacao
de campo médio é uma boa aproximacao. No célculo da funcdo de particdo ou a
energia livre de campo médio foy temos desprezado termos de ordem quadratico na
flutuagoes, supondo implicitamente que eram pequenos. Vamos tentar agora quantificar
essa afirmacao. O termo que desprezamos tem a forma

C® =3"J(r =) (8S(r)5S(r)) ~ JG(0) (3.60)

onde no ultimo termo fizemos a aproximagao que J é razoavelmente local e substituimos
J(r) ~ Jé(r). Usando a equgao (3.58) achamos que

cJ dk
2) 1
¢ R2 /k2+§—2 (3.61)

O interesse ¢ achar a dependéncia de C'® com o comprimento de correlacdo. Isto pode
ser feito via analise dimensional da integral. Porém tem que ser muito cuidadoso ja
que essa integral é divergente no regime ultravioleta. E necesséario entdo regulariza-la,
por exemplo, introduzindo um cutoff a da seguinte forma

/ L / d'k €2 A% (3.62)
kl<a—1 k2 + €72 Jikj<at k2 kl<a=t k2(k? 4+ €72) '

A primeira integral é divergente, mas é uma constante, no sentido que nao depende
de ¢ e pode ser desconsiderada. A segunda integral converge para d < 4, portanto
podemos fazer nesse caso o limite a — 0. Depois deste limite, a analise dimensional é
valida ja que nao existe outra escala e

dk diz
2 - ¢2—d
¢ / k2(k? 4+ £72) § / 22(22+1) (3:63)
onde z é adimensional. Portanto
J £2—d
@ ~ 7 (3.64)

Por outro lado, o hamiltoniano de campo médio é da ordem (Hcoy) ~ JM? ~ J t

e lembrando que & = Rt~1/?
JR?
(Hem) ~ = (3.65)
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Para poder desprezar as flutuacées quadréticas deveria acontecer que
C? << (Hew) (3.66)
o que leva a condigao (usando as equagoes (3.64) e (3.65))
¢t << R (3.67)

Esta relagao estabelece uma diferenca muito clara entre as dimensoes d < 4 e d > 4.
Se d < 4, as flutuagoes do campo médio podem ser desprezadas se o comprimento
de correlagdo é muito menor que o alcance tipico das interagoes. Isto significa que a
aproximacao de campo médio € inaplicavel perto de um ponto critico, ja que nesse caso
¢ — o00. Para d > 4, a condicao muda, ja que o expoente é negativo fazendo que as
as flutuagoes sejam despreziveis conforme nos aproximamos do ponto critico. Portanto
para d > 4, as flutuagoes podem ser ignoradas completamente e os expoentes criticos
de Landau sao exatos. Isto mostra que d = 4 é uma dimensao especial no que diz
respeito da aplicacao da aproximacao de campo médio. Essa dimensao é chamada de
dimensao critica superior. Para o caso do modelo de Ising ela é d. = 4. Significa que
para dimensoes maiores & dimensao critica superior, o campo médio pode ser aplicado
sem problemas, obtendo bons resultados. Para dimensao inferior, o campo médio pode
ser aplicado ao estudo das fases, mas nao podemos nos aproximar do ponto critico,
pois nessa regiao as flutuagoes sao tao grandes que fazem a aproximagcao inaplicavel.
A relagao (3.67) é conhecida como o critério de Ginzburg para a aplicabilidade da
aproximacao de campo médio. Ela estabelece a dimensao critica superior e, para
dimensoes inferiores, estabelece o regime de temperaturas onde a aproximacao ja nao
pode ser aplicada.

3.5 O modelo de Ising e a teoria de campos ¢*

Nesta secao mostramos diferentes formas de representar a funcao de particdo do modelo
de Ising. A forma de apresentar o modelo em termos de varidveis discretas S; = +1
nao é unica. De fato, vamos mostrar que, o mesmo modelo pode ser representado por
varidveis reais —oo < ¢; < o0 e, na aproximagao de longas distancias, por um campo
escalar real ¢(z). Um resultado importante dessa se¢@o é que as propriedades criticas
do modelo de Ising sao exatamente as mesmas que as propriedades criticas do modelo
A¢*(z) para um campo escalar real.

3.5.1 Integrais gaussianas e a transformacgao de Hubbard-Stratonovich

Antes de tratar a representagao continua do modelo de Ising, é util lembrar algumas
propriedades mateméticas basicas sobre integrais gaussianas.
O ponto de partida para entender integrais gaussianas multidimensionais é a integral

S 1.2 2w 1/2
dr e 297" = (—) . 3.68
/_oo ze - (3.68)
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com C' > 0.
Consideremos agora a integral multimimensional

I= / . (H dqbi) 2 2y $idigds (3.69)

A é uma matriz simétrica definida positiva. Entdo pode ser diagonalizada com auto-

valores positivos.
Av, = \op, (3.70)

onde v, e A\, sdo os autovetores e autovalores de A respetivamente. Os autovetores sao
ortogonais e normalizados v, ‘- Uy, = Omyn. Expandindo o vetor ¢ em autovetores de A,

¢= Caln, (3.71)

a integral pode ser escrita em termos dos coeficientes da expansao como

I = /OO <H dci> €72 Ln 0t = H/Oo de,, e~ 2% (3.72)

e usando a equagao (3.68) obtemos

[ = 1;[ <i:>1/2 (3.73)

Lembrando que o produto dos autovalores de uma matriz é seu determinante det A =
[L; A; obtemos finalmente a formula

oo (1 1 Ahs

/ (H d@) 72 2 YA (27 )/2 det(A) M2 (3.74)

— \i=1

onde n é a ordem da matriz que, no nosso caso, é igual ao posto da matriz.
Consideremos agora a integral gaussiana multidimensional com um termo linear,

I, = /OO (1_[1 d@) e—%ZU biAijdi+y , Hidi (3.75)

—0oQ

onde as componentes do vetor H; sdo nimeros reais.
A ideia é “completar quadrados” a fim de eliminar o termo linear. Para isto intro-
duzimos um vetor auxiliar C; e uma constante B de tal forma que

1 1
_§¢iAij¢j + Hip = 5 (i = Ci) Aij (05 — C) + B.. (3.76)
comparando termo a termo obtemos

_ L.
Ci = A H; B= §HiAij1Hj (3.77)
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substituindo as equagbes (3.77) na equagao (3.75) obtemos
I, = e3HiAGH; / ) (H d(bi) e 7 Ly (4i=C0Au(8;-Cy) (3.78)

fazendo a mudanca de variaveis de integragdo ¢ — ¢ + C' e usando a equagao (3.74)
I = (271')"/2 det(A)_1/2 G%HiA;le]' _ (27T)n/2€—%T‘I‘1nA€%HiA,Zj1H]’ (379)

onde na ultima igualdade usamos a propriedade Indet A = Trln A.
Usando a defini¢ao de I, podemos escrever a chamada transformacao de Hubbard-
Stratonovich

n/2
e%HiA;lej _ (21) e%TrlnA/oo (H d@) e_%Zij biAijdi+y, Hidi (3.80)
Q i

—0oQ

Esta igualdade é usada muitas vezes para “linearizar” termos quadréaticos mediante o
recurso de introduzir varidveis auxiliares no sistema.

3.5.2 Modelo continuo

Procuramos nesta secao mostrar uma representacao do modelo de Ising em termos de
integrais sobre varidveis continuas. Para isto vamos considerar as variaveis de spin 5;
como varidveis continuas podendo tomar valores reais no intervalo (—oo, 00) e introdu-
zimos o vinculo §(S7—1) para forgar os valores discretos. Dessa forma podemos escrever
a soma sobre estados na funcdo de particdo como uma integral multidimensional,

3= /fo [Tdsia(s? —1) (3.81)

{S:}

Usando este truque a fungao de partigdo do modelo de Ising fica escrita em termos de
variaveis reais —oo < .5; < 00,

Z = / [T dSia(S2 — 1) V%71t (3.82)

onde V;; é a interacao entre spins S; e S; e B; é um campo magnético. Usamos agora
a transformagao de Hubbard-Stratonocvich, equacao (3.80), para linearizar o termo
quadratico nas variaveis S;, para isto introduzimos as variaveis auxiliares —oo < ¢; <
oo, obtendo

Z = /HdSié(Sf - 1)/

—0oQ

o]

(H d@) 0" &V b+, Si(¢i+BBi) (3.83)

O fator (det V)2 foi absorvido na constante de normalizacio global, j4 que ¢ uma
constante.
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Agora que a variavel S aparece de forma linear, pode ser integrada. Ao integrar as
5(5% — 1) voltamos a representagao discreta para S; = +1,

Z = /OO <H d¢i) DI AN > e22i Si(#itBBY) (3.84)
oo \ {S:}

A 1ltima soma pode ser feita facilmente, obtendo

A funcdo de particio fica representada entdo através de n-integrais sobre varidveis
continuas ¢;. E interessante notar alguns aspectos da representacio (3.85). Essa re-
presentacao é exata, ou seja, nao fizemos nenhum tipo de aproximagao para deduzi-la.
Portanto, a fisica descrita por meio de variaveis discretas e continuas é exatamente
o mesmo. Porém, a interpretacao das variaveis “microscopicas” é bem diferente. Por
exemplo, usando a representacao discreta, equagao (3.82), vemos que a magnetizagao
a campo magnético zero é dada por

1 0z
M = Si) = = 3.86
S = 5% g (350
Usando no tltimo termo a representagao da fungao de partigao (3.85) obtemos
1 oz
M= = = tanh|¢; 3.87
35 g5, = tanio) 387
Comparando as equagoes (3.86) e (3.87)
(Si) = (tanh[¢;]) (3.88)

Portanto, a interpretagao fisica de S; como um momento mangético elementar nao
se traslada de forma automatica para a varidvel ¢;. Perto da transicdo de fase, a
magnetizagao é muito pequena. Nesse caso podemos aproximar

(Si) = (&) (3.89)

e interpretar ¢; como um momento magnético. Porém, essa interpretacao sé é valida
perto do ponto critico e para o momento de ordem um. Para func¢bes de correlacio, a
identificagao nao é automatica ja que no geral (5;5;) # (¢;¢;), mesmo perto do ponto
critico.

Se o interesse é o estudo de propriedades de longas distancias do sistema, isto é
r >> a, onde r é a distancia tipica entre duas variaveis e a o pardmetro de rede,
é possivel fazer o limite continuo dessa teoria. Para isto, é necessério fazer o limite
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quando a constante de rede vai a zero, o namero de sitios da rede vai a infinito, mas o
volume do sistema permanece constante,

a—0 N —o0 !N =V (3.90)

onde a é o pardmetro de rede e d a dimensionalidade da rede. Com esse limite o
conjunto de n variaveis continuas ¢; passam a ser um campo ¢(z), onde o parametro
continuo & substitui o discreto ¢. A medida de integracao na funcao de particao tem a
forma,

N
Dol = 1y (TT do.) 01)
N—o0 n=1

Portanto a funcao de particao passa a ser escrita como uma integral funcional sobre o
campo escalar ¢(x).

7 - /D¢ 6_% fddzddz’¢(z)v_1(x—z’)¢(z’)+f d?z In cosh(p(z)+BB(z)) (392)

O nticleo da parte quadrética V~(z —2') em geral é uma fungio complicada. Porém, se
a interacao for de curto alcance, pode tomar uma forma simples quando a aproximagao
de longas distancias é realizada. Vejamos um exemplo. Considere a interagao de
primeiros vizinhos
1 se j=1+£1
Vi = ., 3.93
" { 0 se j#i+t1l (3.93)
Para calcular a inversa é mais simples fazer o calculo no espago de Fourier. A trans-
formada de Fourier da interacao é

V(q) = C {cos(q.a) + cos(qya)} (3.94)

onde consideramos o problema bidimensional na rede quadrada. A aproximacao de
longas distancias é equivalente ao limite @ - ¢ — 0. Nesse limite, podemos fazer uma
expansao em serie de Taylor da fungao cos obtendo

Vg) ~ 00— i) (5.9

onde C' é uma constante. Note que V(g) depende apenas do modulo do momento
|q], o que significa que o potencial é invariante perante rotagoes. Essa simetria é pro-
duto do limite de longas distancias. Se calcularmos, por exemplo, a proxima correcao,
vamos encontrar termos proporcionais a ¢} + q;1 que nao sao invariantes perante rota-
¢Oes continuas; eles sdo invariantes apenas perante rotagoes em /2, que é a simetria
quadrangular original da rede.

A inversa da equagao (3.95), com o mesmo grau de aproximagao é

V) ~ 0+ ) (3.96)
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Calculando agora a antitransformada de Fourier achamos a inversa do potencial em
espaco de configuragao,

V(r—1")~ (F—cVHo(r—1') (3.97)

onde introduzimos as constantes 7 = C~! e ¢ = a?/C. Substituindo essa expressao em
(3.92), obtemos

7 — /ng e—%fddz{¢(z)(F—cV2)¢(x)—2lncosh[¢(z)+BB(z)]} (398)
Ainda, perto do ponto critico, podemos expandir o a funcao In{cosh[¢(z) + SB(x)]}

1 1
nfeosh[+ BB]} = 3¢ — o' + BBo + O, B¢ BS).  (399)
Substituindo essa expanssao na equacao (3.98) e renomeando as constantes, chegamos
ao resultado

Z = / D e M+ d'a Bo (3.100)

onde ! ! !

H= /ddx {5 )%]2 + §r¢2 + 1u¢4} (3.101)
Portanto, vemos que as propriedades criticas do modelo de Ising sao as mesmas que
um modelo de campo escalar com interagao quartica . O funcional H[¢| é chamado de
“hamiltoniano de Ginzburg-Landau". Algumas consideragbes tem que ser destacadas.
O hamiltoniano da equagao (3.101) tem a simetria ¢(z) — —@(x), ou seja, ele é inva-
riante perante o grupo Zs, a mesma simetria que o modelo de Ising. Por outro lado,
esse hamiltoniano nao descreve a mesma fisica que o modelo de Ising, apenas tem as
mesmas propriedades perto do ponto critico. Em particular, os expoentes criticos serao
os mesmos. Outra observa¢ao importante é que o hamiltoniano da equagao (3.101),
embora se chame hamiloniano de Ginzburg-Landau, nao tem que ser confundido com
a energia livre de Ginzburg-Landau. Esta tltima é escrita em termos do parametro de
ordem, no caso a magnetizagao M, enquanto que o hamiltoniano é escrito em termos de
variaveis dindmicas ¢(z) que devem ser integradas funcionalmente para obter a fungao
de partigao e portanto a energia livre. Na proxima secao analisamos esse ponto em
mais detalhe.

3.6 O hamiltoniano de Ginzburg-Landau e a aproxi-
macao de Landau

Devido ao termo quértico de hamiltoniano de Landau a integral funcional da equagao

(3.100) nao pode ser realizada de forma exata. Por esse motivo devemos apelar a
aproximacoes para o calculo da energia livre. Nesta secao analisamos a aproximacao
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de Landau para o calculo da energia livre correspondente & fungao de partigao (3.100)
com o hamiltoniano (3.101).

A ideia da aproximacao de Landau consiste em considerar que, de todas as confi-
guragoes de campo que contribuem para a integral funcional, a mais relevante é aquela
que maximiza o integrando. A aproximacao corresponde entdo a substituir a integral
sobre ¢(z), pelo valor maximo do integrando. O exponencial serd méaximo quando o
expoente tiver um minimo. Portanto, o primeiro passo para a aproximacao de Landau
¢ minimizar o expoente da eq. (3.100), temos entao

OH
08(2) | g,

= B(x) . (3.102)

A solucao dessa equagao nos fornece uma configuracao de campo que depende do campo
magnético, ¢o(z)[B]. Significa que a solugao ¢o(z) ¢ uma funcional de B(z). Usando
o hamiltoniano (3.101) obtemos essa equagao explicitamente como

V2 +ro+up’=DB (3.103)
A funcao de particdo na aproximacao de Landau seré entéao,
Z = N e Hgo)+[ 'z Boo (3.104)
A partir daqui, a energia livre é simplesmente

W (T, B) = H() — / d'z Boy (3.105)

onde como ja dizemos ¢q ¢ uma funcional de B dado pela solu¢ao da equagao (3.103).
Se quisermos calcular a energia livre de Helmholtz F(T', M) que é fun¢ao do parametro
de ordem M, podemos fazer uma transformacao de Legendre

F(M,T) = W(T, B) + / dlz BM (3.106)

onde B[M] é uma funcional de M, obtido a partir de inverter a equacao de estado,

SW(T,B)

M= 1
55 (3.107)
Esta derivada funcional pode ser realizada com ajuda da equagao (3.105)
ow OH d¢g do
M(z) = IV _ _0H 0% B 3.108
(*) =55~ "5e00B " **P5p (3.108)

Usando a equagao (3.102) vemos que o primeiro e o tltimo termo cancelam, obtendo
o resultado simples

M(x) = do(x) (3.109)
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Portanto, na aproximagao de Landau, a solu¢ao da equagao (3.105) é a propria mag-
netizagao. Por este motivo, usando as equagoes (3.106), (3.105) e (3.109) obtemos

FOM.T) = H(M) = [ d' {; Ml + %TMZ + iuM‘*} (3.110)
Este resultado é exatamente a teoria de Landau-Ginsburg que construimos no capitulo
anterior. Vemos que esta teoria é apenas uma aproximacao do problema, completa-
mente equivalente & aproximagao de campo médio. A eq. (3.110) muitas veces leva a
confundir a energia livre com o hamiltoniano mas, deve ser levado em conta que esa
igualdade é apenas uma consequéncia da aproximagao de Landau, e nao deve subsistir
quando a aproximagao for melhorada. Na literatura de teoria quéntica de campos, a
energia livre F'(M) da eq. (3.110) é chamada de agao efetiva.

3.7 Correcoes a aproximacao de Landau

Na secao anterior descobrimos que a teoria de Ginzburg-Landau para a transi¢ao de
fase ferromagnetica/paramagnética uniaxial é apenas uma aproximagao da energia livre
de Helmholtz calculada com uma teoria de campos escalar com acoplamento quéartico.
Podemos entao avancar, calculando corre¢bes a essa aproximacao, o que permitiria
melhorar a teoria de Ginzburg-Landau.

3.7.1 Caso de uma variavel real

Consideremos um sistema descrito por apenas uma variavel real para entender a essén-
cia de como melhorar a aproximacao de Landau sem complicagoes de calculo desneces-
sarias. Depois, abordaremos o problema do campo escalar real. Considere a fungao de
particao

Z = /d(p ¢ n[H-B] (3.111)

onde ¢ é uma variavel real e () um hamiltoniano. Introduzimos a constante auxiliar
h, apenas para ordenar o célculo perturbativo, no final colocaremos A = 1. O minimo

do expoente é alcancado quando
B =H'(¢0) (3.112)

onde H' = dH/dp. Agora expandimos o expoente H — By perto da solugao ¢ = .
Para isto fazemos

© = o+ 0p (3.113)
com |dp| << 1. Obtemos a seguinte expansao,
1 1 1
H — By = H(po) — Bpo + §D(<po)(5<p)2 + 5(<5<p)3 + E(5@4 (3.114)
onde definimos
" 0B 1,
D(po) = H'(po) = 57— =10+ Sugp (3.115)

8900 2
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Observe que nao existem termos lineares, devido a que ¢y € um minimo do expoente.
Substituindo a expansao na equagao (3.111), obtemos

7 — e~ wM(v0)—Beo] /d(5g0) o~ 37 D($0)09” 315 u00080° — g uodp* (3.116)

onde substituimos dy = d(dy). Fazendo a mudanca de variaveis ¢ — dpvVh obtemos

2

7 — e~ #M(po)—Bgo] /d(&p) e~ 3D(¢0)d¢? e*%uowotﬂé’:}*%u@@‘l (3.117)

onde o jacobiano constante foi absorvido na constante global de normalizagao da func¢ao
de particao. Quando A — 0, o segundo exponencial pode ser expandido em serie
de Taylor e, nesse caso, todas as integrais sdo gaussianas. A primeira ordem dessa
expansao €

Z = D Y2(pg)e 1 Hg0)~Beo] (3.118)

onde absorvemos fatores constantes na normalizacao da fungao de partigao. Definindo

a energia livre como .
7 = e nWIB) (3.119)

obtemos,

W([B] = —-hIlnZ = H(ypo) — Byo + Zln D(go) + O(R?) (3.120)

onde ¢y € um funcao de B. Esta equagao deve ser comparada com a equagao (3.105).
Vemos que as flutuagoes corrigem a aproximacao de Landau para a energia livre com
um termo proporcional ao logaritmo da derivada segunda do hamiltoniano.

Fazemos agora uma transformada de Legendre para obter a energia livre de Helmholtz
em funcao do parametro de ordem M

F(T,M)=W(T,B)+ MB (3.121)

onde B(M) ¢é obtida invertendo a equagao

A partir da equagao (3.120) para W (T, B) podemos calcular a magnetizagdo. Obtemos,

IH Oy dpo T D'(ipg) Opo
M = —_— B -
Do 0B T EBB T2 D(gy) 0B
h D'(¢o)
o0+ 5 D (3.123)

O primeiro e o terceiro termo da primeira linha cancelam devido a equagao (3.112).
O ultimo termo da segunda linha foi obtido usando a relagdo dgy/0B = 1/D(yy),
obtida invertendo a equagao (3.115). A equagao (3.123) nos diz que, a diferenga da
aproximagao de Landau, M # ¢o. A relagdo é bastante mais complicada. Podemos



Daniel G. Barci - DFT-UERJ - 2020 97

inverter essa equagao perturbativamente me poténcias de h. Para A = 0, temos a
solugao trivial ¢y = M. Usando essa solugao de forma iterativa achamos

1 D'(M)

~ 90200 +O(h?) (3.124)

wo =M

Substituindo a equagao (3.124) na equagao (3.120), usando a (3.121) e expandindo em
poténcias de h, obtemos

F(T, M) =H(M)+ ZlnD(M) +O(h?) (3.125)

Vemos desta forma que, a energia livre ndo é apenas a energia livre de Ginzburg-
Landau, ou seja o hamiltoniano calculado na magnetizacao, mas temos uma primeira
correcao de carater logaritmico. E possivel calcular correcoes de poténcias mais altas
em h. Porém, esse exemplo de uma varidvel é apenas um exercicio simples para agora
poder atacar com mais familiaridade o problema do campo escalar real.

3.7.2 Caso de um campo escalar real

Generalizamos agora o raciocinio anterior para o caso geral de um campo escalar real
o(x). A equagdo que define o minimo ¢q(x) tem a forma

M
 g(x)

B(z) (3.126)

d=¢o

Nesse caso a expansao em flutuagoes do expoente H; da funcao de particao é
1
Hy ~ H(bo) — / d's B(@)o(x) + / dlrdls’ 5¢(x)D(x — o )dp(z')  (3.127)

onde 0¢(z) = ¢(x) — do(x) e

D(z—12') = 3.128
=) = S3w6ew)|,_, (3128)

A integral sobre d¢(x) ¢ Gaussiana,
/. D5¢ 67%fd’iacddx' dp(x)D(z—x")op(z’) (DetD)*l/Q _ 67%TrlnD (3129)

Apenas falta calcular explicitamente o trago do operador In D(z — z’). Da equagao
(3.128) obtemos

D(z — ) = (—v2 +ro(T) + ;uogz%) 5z — ) (3.130)
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Para calcular o trago, é melhor usar uma representacao diagonal do operador. Para
um sistema homogéneo, esperamos que ¢y nao dependa de z. Nesse caso, podemos
representar o operador no espaco de Fourier

~ 1
D(g) = " +ro(T) + Fuodj (3.131)
e consequentemente
d’q 2 Loy
TrinD = V/ @n) In <q +ro(T) + §u0¢0> (3.132)

Agora, apenas falta fazer a transformada de Legendre para calcular a energia li-
vre em fungao da magnetizagdo. Como no caso anterior de uma variavel, podemos
considerar M ~ ¢o + O(h). Temos entao,

h d’q 1
F= [ [Hon+35 [ 1(2 T fMQ) O 3.133
x[( )+2 (QW)dHQ+T0()+2u0 + O(h%) ( )
O primeiro termo é a aproximacao de Landau ou de campo médio, equanto que o
segundo representa flutuagdes gaussianas ao redor do campo médio. Na literatura de
teoria de campos, a energia livre dada pela equagao (3.133) é chamada de agao efetiva
a um lago.

3.7.3 O critério de Ginzburg reloaded

Usando a energia livre corregida a um laco, podemos agora escrever explicitamente
a equacao para o campo magnético, B(z) = 0F/dM(x). Considerando um sistema
homogéneo obtemos

B=ro+ 00 4 L M/ &g ! (3.134)
= T —_— —U .
0 6 2" (2m) ¢% + 7o(T) + LugM?
A inversa da suscetibilidade para B — 0 é obtida como
0B U U d? 1
—1 0 5 r2 0 q
X oM |5_, D) 2J @2m)?¢®+ro(T) + 2uoM? ( )

onde desprezamos poténcias superiores de M que vao a zero para T > T,.. A notagao
usual para a suscetibilidade ¢ y~! = 7, onde na aproximacao de Landau ¢

Xo! =10 =a(T —Tp) (3.136)
Na fase de altas temperaturas, M = 0, e a equagao para a suscetibilidade é

. Ug diq 1
r=ry+ — —_—
09 (2m)¢ ¢ + 1o

(3.137)
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Essa equagdo nos diz que r ~ rg + O(ug). Podemos entdo substituir no denominador
da integral ry — r, obtendo a equagao autoconsistente,

d? 1
7"27‘0-1—@ d

2 ) Cryig+r +O(ug) (3.138)

A temperatura critica é definida como a temperatura onde a suscetibilidade diverge,
ou r = 0. Temos entao,
Ug dig 1

= a(T, — Tp) + —
0 a( 0)"‘2 (27r)dq2

(3.139)

Subtraindo a equagao (3.139) da equagao (3.138) obtemos a suscetibilidade como fungao
da temperatura critica
Ug d’q 1

r=a(T—-T,) — 57 ) A7) (3.140)

Para d > 4, a integral é convergente no infravermelho (r — 0), obtemos entao,
r=a(T—-T,)—Cr (3.141)
onde C' é uma constante. Portanto,

_ a(T —T)

142
1+C (3:142)

Ou seja, para d > 4, as corregoes de ordem A, nao alteram o valor dos expoentes
criticos. Isto é verdade para toda ordem de aproximagao em poténcias de h".

Para d < 4 a integral da eq. (3.140) no ponto critico r = 0, diverge quando g — 0; é
uma integral divergente infravermelha. De fato, mudando para a varidvel adimensional

z=q/Vr
I:/ d’z \/Fd_4 _ (\/;)d—zl Qq /OO 241 dk (3.143)
( 0

2m)d 1222(22 + 1) @m)dlo 22(z2+1)

A suscetibilidade para d < 4 pode ser escrita como

r=a(T —T,) — ugCrrld=2/2 (3.144)

onde a constante

Qq /00 21 dk
22m)d Jo 22(22 4 1)
A equagao (3.144) é incompativel com r ~ (T'—T.), portanto, para d < 4, as flutuacoes

mudam os expoentes criticos da aproximagao de Landau. Da mesma equagao, é possivel
observar que o verdadeiro parametro de expansio nao é ug, mas uyCr=9/2 o qual

C = (3.145)
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diverge perto do ponto critico. Podemos nos perguntar em que situagao a aproximacao
de Landau é vélida em d < 4. Obviamente temos que exigir que

uCrv%2 << 1 (3.146)
isto impde um limite na temperatura dado por
uCla(T — T.)]49/2 << 1 (3.147)

Lembrando que o comprimento de correlacdo é & ~ (T'— T.)"*/2, temos que a aproxi-
magcao de Landau ou o camo médio é valido se

upCe << 1 (3.148)

que é o critério de Ginzburg deduzido na se¢ao anterior. A vantagem é que agora
temos uma forma explicita de calcular as constantes envolvidas. Também, a diferenca
da teoria de Ginzburg-Landau, temos um procedimento sisteméatico para melhorar a
aproximagao, em principio, até qualquer ordem, desde que estejamos longe do ponto
critico. Neste ponto, as flutuagdes divergem para qualquer dimensdao menor que a
critica, tendo que desenvolver algum outro procedimento para tratar a criticalidade
consistentemente.



Capitulo 4

Grupo de Renormalizacao

4.1 A ideia do grupo de renormalizagao

A ideia essencial do grupo de renormalizagdo (GR) é o estudo de propriedades estatis-
ticas de sistemas a “longas distancias”. Na descricao de uma fase com comprimento de
correlagao & em d dimensoes, deveriamos considerar tipicamente um nimero de graus
de liberdade proporcional a £¢. Porém, perto de um ponto critico & — oo e, nessas con-
digoes, se faz impossivel qualquer tratamento perturbativo ja que eles estao desenhados
para tratar poucos graus de liberdade. A ideia do GR é reduzir este ntumero, “inte-
grando” de alguma forma os graus de liberdade de comprimento de onda “pequena”,
obtendo uma teoria efetiva para os graus de liberdade de grandes comprimentos de
onda.

O comprimento de onda minimo num sistema discreto é o espagamento da rede,
ou a distancia interatémica a. A ideia é integrar flutuacées com comprimento de onda
a < XA < baonde b > 1¢éo chamado fator de dilatacao. Esta “integracao” é chamada
de “transformacao do grupo de renormalizacao” (TGR). Ela ndo modifica os graus de
liberdade com comprimento de onda A > ba. Dessa forma, as propriedades de longas
distancias r > ba permanecem inalteradas no sistema transformado.

Poderiamos realizar novamente uma TGR integrando agora comprimentos de onda
ba < X\ < b%a. A ideia é iterar esta TGR produzindo um “fluxo” de sistemas que tem
em comum as propriedades de longas distancias r >> a.

Para concretizar essa ideia, analisamos uma TGR particular, aplicada a um sistema
simples como o modelo de Ising em duas dimensées na rede quadrada. Na figura 4.1 é
mostrado o procedimento. Comecamos com um sistema definido por um hamiltoniano
H(s), onde as variaveis s = +1. As propriedades estatisticas vem dadas pela fungao
de particao

Z = Tre 1) (4.1)

onde absorvemos o inverso da temperatura  nas constantes do hamiltoniano.
Suponhamos que escolhemos blocos de spins formando quadrados de trés spins de
lado, que dizer, blocos de nove spins. A seguir, calculamos a magnetizacao de cada

101
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Figura 4.1: Transformagao do Grupo de Renormalizagao, em blocos de 9 spins, no
modelo de Ising numa rede quadrada

bloco. Dado que é um namero impar, esta magnetizacao sempre serd positiva ou
negativa, nao podendo ser zero. Construimos a continuagao um novo sistema, uma
nova rede, onde associamos um “novo spin”, s’ em cada sitio com a seguinte regra: se a
magnetizagao do bloco é positiva, atribuimos o valor s’ = 1, se for negativa atribuimos
s’ = —1. Dessa forma, se fizermos isso para toda a rede original, obtemos uma nova rede
onde cada variavel de spin ¢’ contem informacao da média da magnetizacao de cada
bloco de nove spins originais. Podemos representar essa transformagao explicitamente

da seguinte forma:

1 nocasode s,59 .5 >0
T(s.,81,...,8) = (4.2)
0 em qualquer outra situagao

O indice « indica o nimero de bloco, enquanto que o indice ¢ indica o sitio da rede
original. Fazendo essa transformacao, obtemos um novo sistema nas variaveis s/, com
um novo hamiltoniano H'(s’). Esse novo hamiltoniano é definido da seguinte forma

e = T [T T(sh, s1) | e (4.3)

Apresentamos em forma grafica esse processo na figura 4.1. Tem que ser destacado
que a transformagao escolhida é arbitraria. Isto significa que, o tamanho dos blocos
de spin e, a regra para atribuir a nova variavel s’ (no caso a magnetizagdo do bloco),
é completamente arbitraria. Os resultados do grupo de renormalizagao nao dependem
da escolha dessa transformagcao. Aqui apresentamos uma transformacao em particular
que é bastante intuitiva fisicamente porém, nem sempre é a mais conveniente para
realizar calculos especificos. A propriedade importante de uma TGR qualquer, é que ela
deve deixar invariante a funcao de particao, ja que estamos representando o “mesmo”
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sistema com varidveis diferentes. Nao é dificil demonstrar essa propriedade para a
transformacao escolhida.

Z' = Trye ') = Tr, Tr, K]‘[ T(s,, si)> eH(s)] (4.4)

onde usamos a defini¢ao de H'(s) dada pela eq. (4.3). Invertendo a ordem dos tragos
nas variaveis s e s’, obtemos

= Tr,

(H > T(sh, s ) e_H(S)] (4.5)

« {s’

Para uma configuracao fixa das varidveis s;, cumpre-se que

> T(ss:) = 1 (4.6)
{s&}

portanto
Z' = Tre 1) = 7 (4.7)

Se repetirmos iterativamente a TGR indicada obtemos uma sucessdo de hamiltonianos
H(s) = H'(s) = H'(s") — ... = HM(s™) (4.8)

cuja propriedade principal é deixar invariante a funcao de particao

1"

Z=7=7=..=2W (4.9)

O conjunto de hamiltonianos (4.8) compartem as propriedades de longas distancias do
sistema. Porém, existe ainda um problema a ser observado, antes de poder comparar os
sistemas entre eles. Com a transformacao definida, o espagamento de rede é mudado.
Veja por exemplo a figura 4.1. Se o espagamento de rede inicial é a, o novo sistema
descrito pelo hamiltoniano H'(s") descreve uma rede com espagamento 3a. Em geral, o
novo espagamento ¢ dilatado com o coeficiente de dilatagao b. Depois de iterar n vezes a
TGR o sistema obtido tem uma constante de rede b"a. Por esse motivo, para comparar
os resultados dos diferentes hamiltonianos, temos que renormalizar as unidades para
que todos eles tenham o mesmo espacamento de rede. Isto se faz mudando a escala de
todas as variaveis com um fator de compressao b~! em cada uma das iteracoes. Com
este procedimento, todos os sistemas medem as distancias nas mesmas unidades e desta
forma é possivel comprara-los. Indicamos esta transformac@o por (2) na figura 4.1.

A transformacio completa do grupo de renormalizacao fica entdo definida pelos
seguintes passos. Primeiro se define o “tamanho”(b) dos blocos de spin a ser consi-
derados. Num segundo passo se constréi uma regra para identificar cada bloco com
uma nova varidvel. Dessa forma, depois de calcular o trago parcial sobre os spins de
cada bloco, obtemos um novos sistema dado pelo hamiltoniano H'(s’), que descreve as
variaveis s’, localizadas numa rede com constante de rede ba. Finalmente, reescalamos
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as distancias com um fator b1, para ter os dois sistemas representados na mesma rede.
Este processo todo é conhecido como uma transformac¢do do grupo de renormalizagdo

(TGR).

E interessante observar algumas propriedades dos sistemas transformados. Ja que
a funcao de particao nao muda, propriedades fisicas como o comprimento de correlacao
também nao mudarao, desde que medidos em unidades absolutas (metro, nm, Amns-
trong, etc). Porém é interessante observar como muda o comprimento de correlagao
quando medido nas unidades naturais de cada sistema. No sistema original, o compri-
mento de correlacio vem dado por & = £a, onde ¢ é adimensional. Ja no novo sistema,
o novo comprimento de correlacdo serd & = 'ba. Mas, como & = ¢, deve se cumprir

que & = £/b. Tterando n vezes a TRG, obtemos que

&
&= (4.10)

Observamos que, uma TGR diminui o comprimento de correlacao num fator b= cada
vez que ela é aplicada. Na figura 4.2 mostramos algumas configuragoes tomadas de
uma simulagao de Monte Carlo do modelo de Ising. Consideremos, por exemplo, que
comecamos o procedimento considerando uma temperatura um pouco acima da tempe-
ratura critica. Mostramos esse caso no painel (a) da figura. Nesse caso, o comprimento
de correlacao é grande, porém finito. £ representa essencialmente o tamanho dos do-
minios ferromagnéticos dos sistema e, pode ser observado que existem dominios de
todos os tamanhos por estar muito perto da 7T,.. Se aplicarmos uma TGR, o tamanho
dos dominios diminui um fator b~ 1, como pode ser observado no pinel (b) na mesma
figura. Se aplicarmos repetidas vezes a transformagao chegaremos a um ponto em que
o tamanho dos dominios é do mesmo tamanho que o espacamento de rede baré = 1,
como mostrado no painel (c¢). Nesse caso, o sistema se encontra completamente desor-
denado e é compativel com um outro sistema a temperatura infinita. Ou seja que, um
sistema acima da temperatura critica tem as mesmas propriedades de longas distancias
que um sistema a temperatura infinita. Por outro lado, se comecarmos o procedimento
exatamente & temperatura critica £ = oo, a TGR nao produz mudanca nenhuma. Quer
dizer, o ponto critico ¢ um ponto fixo das TGR. Podemos observar esse efeito na figura
4.3. Note que, no painel (a), existem dominios de todos os tamanhos possiveis, desde
o tamanho microscopico da rede até dominios que percolam a amostra toda. Uma
transformacao do grupo de renormalizacao nao muda essa caracteristica de invariancia
de escala como mostrado no painel (b) da mesma figura.

Este comportamento nao é particular do modelo de Ising, nem da TGR escolhida.
E um comportamento geral que pode ser descrito com a teoria geral do GR que discu-
tiremos mais adiante.

4.1.1 O espago de constantes de acoplamento

Uma forma simples e alternativa de descrever uma TGR é considerar um espago vetorial
formado por todas as constantes de acoplamento compativeis com uma determinada
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@ (b) (c)

Figura 4.2: Configuragoes de spin do modelo de Ising, geradas com o método de Monte
Carlo. No painel (a), o sistema esta termalizado a uma temperatura levemente acima
da critica T' > T,.. Em (b) observamos a diminui¢do do tamanho dos dominios depois
de uma TGR. J4 o painel (c¢) mostra uma configuragao depois de um grande nimero
de iteragoes da TGR. A configuracao é compativel com T = oo, onde os dominios sao
do tamanho do espacamento de rede.
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(@ (b) (©

Figura 4.3: Configuragoes de spin do modelo de Ising, geradas com o método de Monte
Carlo. No painel (a), o sistema esta termalizado & temperatura critica 7' = T,. Em (b)
observamos uma configuragao equivalente depois de varias interacoes de uma TGR.

simetria. Considere por exemplo um sistema magnético com a simetria de Ising (Z;). O
dnico vinculo que essa simetria impoe ao hamiltoniano é que ele seja invariante quando
mudamos o sinal de todas as variaveis de spin simultaneamente. Portanto, podemos
escrever um hamiltoniano geral da forma

H=K Y SiSj+ Ky Y SiS;+ Kz > SiS;iSkSi+... (4.11)
(i5) ((ig)) (igkl)

onde () significa soma a primeiros vizinhos, (()) soma a segundos vizinhos e assim por
diante. O 1ultimo termo é uma soma sobre quatro spins que formam uma plaqueta.
Deste modo, a ideia é escrever todos os termos de interacao possiveis com alcance finito
que preservam a simetria Zs. Ao aplicarmos uma TGR, o hamiltoniano tera a mesma
forma, ja que todos os termos compativeis com a simetria foram escritos. Portanto, o
novo hamiltoniano sera

HzKiZS{S}—i—K& SiSh + K S;S;
(i5) ((ig)) (igkl)
Se definirmos um vetor num espago vetorial linear dado por

/,L:{Kl,KQ,K3,...} y (413)

SpSi+ ... (4.12)

esse ponto no espac¢o das constantes de acoplamento define de forma univoca um ha-
miltoniano. Depois de uma TGR, obtemos outro ponto dado por

W = {K| K, KL, ..} (4.14)

Desta forma, podemos representar uma TGR como uma aplicagao no espago vetorial
de todas as constantes de acoplamento

1= R(u) (4.15)
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onde R representa a TGR como um fluxo neste espago chamado de fluxo do grupo de
renormalizacado.
Se comecarmos por exemplo com o modelo de Ising a primeiros vizinhos, o ponto
inicial seré
pw={K,0,0,...} (4.16)

Aplicagoes sucessivas do GR, produzem um fluxo nesse espago, gerando hamiltonianos
com diferentes acoplamentos que nao se encontravam necessariamente no hamiltoniano
inicial.

O estudo do GR se reduz ao estudo dos fluxos do GR. As propriedades fisicas de um
determinado sistema podem ser estudados a partir desse fluxo. Cada ponto do fluxo
representa um hamiltoniano com as mesmas propriedades de longa distancia. Dado um
hamiltoniano especifico, poderiamos usar as TGR para produzir um fluxo que conduza
este sistema a um hamiltoniano muito mais simples. Se isto for possivel, poderiamos
estudar sistemas muito complexos em termos de hamiltonianos muito simples. Essa
ideia é a base do conceito de classe de universalidade.

O fluxo do grupo de renormalizagao pode ser entendido como um sistema dindmico
e como tal existird uma descricdo em termos de equacgoes diferenciais. Para calcular
o fluxo, em principio, é necesséario calcular o trago da eq. (4.3). Este procedimento
é o que chamamos de “integrar” sobre graus de liberdade de comprimento de onda
curto. De fato, esse calculo é impossivel de ser realizado exatamente para a maioria
dos modelos. Por este motivo temos que desenvolver técnicas aproximadas para seu
tratamento.

4.2 O modelo de Ising unidimensional

Com o intuito de ilustrar os conceitos anteriores, aplicamos a técnica do grupo de
renormalizacao a um problema que conhecemos sua solucao exata, o modelo de Ising
uni-dimensional. Consideramos o hamiltoniano

H=-KY S (4.17)

onde absorvemos em K a dependéncia com a temperatura e levamos em conta apenas
interagoOes entre primeiros vizinhos.

Para construir a transformagao do grupo de renormalizagao (TCR) escolhemos blo-
cos de trés elementos como mostra a figura (4.4) Consideremos agora trés blocos con-
secutivos de acordo com a figura (4.5). Definimos uma TGR dada por

T(S'; 51, 52,53) = dg.s, (4.18)

Em vez de calcular a magnetizacdo em cada bloco como fizemos na introducao do
GR, podemos levar em conta apenas o valor do elemento central. Isto é, se o spin
Sy for positivo, entao atribuimos a nova variavel S’ = +1. Pelo contrario, se Sy for
negativo, entdao S’ = —1. Essa regra simplifica os calculos e os resultados finais nao
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dependem da escolha especifica da transformacao, desde que seja razoavel. Vemos
que essa transformacao faz sentido a temperaturas baixas ji que nessas temperaturas
esperamos um alto grau de ordenamento e a probabilidade de encontrar os spins laterais
com a mesma polarizacao que o central é muito alta.

Dada a TRG temos que achar o hamiltoniano transformado H’, calculando o trago
parcial dado na equacao (4.3). Para isto temos que calcular somas do tipo

’ /
.[12 — Z eK5153 €KS3S4 eKS452 (419)
S3,54==+1

Lembrando que o produto de spin pode tomar apenas os valores +1, é facil deduzir
9354 = cosh K + S35 sinh K (4.20)
Chamando x = tanh K podemos escrever
9354 — cosh K (1 + x S3Sy) (4.21)
obtemos dessa forma

o= Y (coshK)’(1+z S1S3) (142 S554) (1 + 2 SuS) (4.22)
S3,54==+1

E simples ver que apenas os termos com um numero par de variaveis contribuem para
0 somatorio, entao

Iy = 2% (cosh ) (14 2® §1.95) ~ €51 (4.23)
onde definimos
K’ = tanh™" [(tanh K)*| (4.24)

Repetindo o procedimento para todos os blocos do sistema, obtemos o hamiltoniano
transformado

H(S') = g(K) ~ K'Y SIS0, (4.25)
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Vemos que, exceto pelo termo g(K) que nao contem as variaveis dinamicas S’, o ha-
miltoniano tem a mesma forma que o original com a tnica diferenca que a constante
de acoplamento foi renormalizada K — K’ segundo a equacao (4.24).

Podemos observar que, comegando com um hamiltoniano com interagoes a primei-
ros vizinhos, acabamos com outro hamiltoniano com interacoes também a primeiros
vizinhos. Ou seja, a transformagao do grupo de renormalizagdo nao produz novas
constantes de acoplamento. Portanto, o espaco de constantes de acoplamento é unidi-
mensional. Este é apenas um caso muito especial, devido a que o modelo de Ising foi
formulado numa rede unidimensional. Veremos que, no caso da rede bi-dimensional,
esta simplificacdo ndo sem mantém. E bom enfatizar que nio tem que ser confundida a
dimensioanalidade do espaco de configuracao, ou a dimensao da rede, com a dimensao
das constantes de acoplamento.

A equagao (4.24) ¢ a transformagao do grupo de renormaliza¢do no espago de pa-
rametros (espago das constantes de acoplamento)

K' = R(K) (4.26)

para o modelo de Ising unidimensional. Usando a notacao x = tanh K esta transfor-
magao se escreve simplesmente como

7 =a2? (4.27)

Se aplicarmos n veces a TGR de forma iterativa vemos que a forma do hamiltoniano
nao muda e a constante de acoplamento se renormaliza segundo a equacgao

™ = g% (4.28)
O numero 3 aparece porque escolhemos blocos de 3 spins, mas em geral é um ntmero

arbitrario. Poderiamos escrever entao

™ =" (4.29)
onde b > 1 é o coeficiente de dilatagao da transformacao.

A partir da equagao (4.29) podemos estudar o fluxo do grupo de renormalizagao.
A primeira observagao ¢ que a recorréncia (4.29) tem dois pontos fixos, t =0e z =1,
isto se corresponde com os valores de K = 0, K = co ou T = oo, T = 0 respetiva-
mente. Esses pontos podem ser observados na figura (4.6). A outra observagao é que
a transformacao é analitica. Isto é, ndao existe nenhum ponto singular entre os pontos
fixos. Isto da lugar ao fluxo descrito na figura (4.6). Qualquer ponto = no intervalo
(0,1) flui ao ponto fixo x = 0. Por esse motivo o ponto fixo x =0 (K =0, 7T = 00) ¢é
chamado ponto fixo atrativo, enquanto o ponto x =1 (K = oo, T = 0) é um ponto fixo
repulsivo. Isto significa que para qualquer temperatura 7' # 0, o sistema flui ao ponto
fixo T'= co. As propriedades de longas distancias de todos os pontos do fluxo do GR
estao determinados pelo ponto fixo T' = oo, ou seja o sistema é desordenado ou para-
magnético. A situagao apenas muda para T" = 0, que representa o estado fundamental,
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obviamente ordenado. Significa que em uma dimensao o modelo de Ising nao apresenta
transicao de fase para nenhuma temperatura finita diferente de zero. Este resultado
4 era conhecido por nos, ja que tinhamos resolvido exatamente o problema. Porém,
também tinhamos observado que a aproximagao de campo médio nao captura essa fi-
sica. Vemos agora que, o grupo de renormalizacao descreve corretamente o diagrama
de fases dos sistema.

Outra informagao importante que pode ser obtida da TGR é o comprimento de
correlagao. Sabemos que apos uma TGR o comprimento de correlagao muda como

£(2') = f(b:l:) (4.30)
e usando a equagao (4.29) para n = 1 obtemos
£(2") = 5(;) : (4.31)

A solugao desta equacio ¢ £(x) = cte/Inz ou, nas variaveis originais do sistema

cte

&= Intanh(J/KgT)

(4.32)

que coincide com o resultado exato encontrado na equacao (3.28)

A tendéncia ao desordem em baixa dimensionalidade ¢ uma caracteristica geral dos
sistemas. Existe uma dimensao critica d, chamada de dimensdo critica inferior, abaixo
da qual o sistema nao pode mais apresentar fase ordenada de longo alcance para T > 0.
Para o modelo de Ising, ou de forma mais geral, para qualquer modelo com simetria
discreta a dimensao critica inferior é d, = 1. J& para sistemas com interagoes de alcance
finita e simetrias continuas, a dimensao critica inferior é d, = 2. Este fato é conhecido
como o teorema de Mermin-Wagner.

4.3 O modelo de Ising em dimensao superior

O grupo de renormalizagao em espago real, também chamado de “decimagao", nao é
tao eficiente em dimensao superior como em uma dimensdao. De qualquer forma, é
simples entender o comportamento do sistema de forma qualitativa.

Para temperatura baixa ' — 0 (K — o0) a TGR em uma dimensao é K’ ~ K,
como pode ser facilmente demonstrado linearizando a equacao (4.24). A interpretagao
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fisica desse resultado é clara. A interacao efetiva é produzida pela soma sobre os spins
extremos que unem dois blocos e pode ser aproximada como

K' ~ K (S3)51=1(54)s5=1 (4.33)

A média indicada sobre os spins S3 e Sy condicionada a que S = 1, S5 = 1 é claramente
um, para temperaturas muito proxima de zero, ja que nessa condi¢ao o estado tem uma
forte tendéncia a ser ordenado. Por esse motivo K’ ~ K.

O mesmo argumento aplicado a um sistema bidimensional forneceria um resultado
K’ ~ 3K, ja que o acoplamento efetivo entre blocos seria dado, principalmente, pela
soma sobre trés pares de spins, como mostra a figura (4.7). De forma geral, se conside-
rado um fator de dilatacdo b > 1 em d dimensées obteriamos que a baixas temperaturas

K~ (01 K. (4.34)

A partir dessa expressao observamos que o ponto fixo K = oo ouT' = 0 é um ponto fixo
atrativo para dimensao d > 1. Por outro lado, o ponto fixo K = 0 (T' = co) também
é atrativo, ja que trata-se da fase paramagnética de altas temperaturas. Portanto,
a topologia do diagrama de fluxo em d > 1 é completamente diferente que no caso
d = 1. Em particular, deve existir um ponto fixo intermédio K = K* que separe o
comportamento paramagnético do ferromagnético como indica a figura (4.8).

Para entender o carater desse novo ponto fixo podemos analisar o fluxo do GR a
partir de um ponto perto dele. Por exemplo, consideremos um ponto K perto do ponto
fixo para temperaturas T' > T,. Aplicando iterativamente uma TGR, o ponto flui para
o ponto fixo paramagnético T = oc. Imaginemos que aplicamos n vezes a TGR até
atingir um ponto K’ = K| correspondente a um comprimento de correlagao fixo &, ~ 1.
Temos entao que

£(K) = 0", (4.35)
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Figura 4.9: nextneighbours.eps

O namero de iteragoes necessarias para atingir o ponto K’ = K, depende da posi¢ao
do ponto inicial K. Quanto mais proximo estiver esse ponto do ponto fixo K*, maior
serd o namero de iteragoes necessarias. Em particular, dado que K* é um ponto fixo,
K* = R(K™),

o que significa que

portanto, K = K* é um ponto critico com comprimento de correlacao infinita.

De qualquer forma, tem que ser notado que o presente problema foi extremamente
simplificado, ja que estamos considerando apenas uma constante de acoplamento. Para
um sistema bidimensional, a soma sobre os spins extremos vai induzir também intera-
¢oes de alcance maior como se mostra na figura (4.9). Aplicando uma vez a TGR, se
partirmos de um hamiltoniano com iteracoes a primeiros vizinhos obtemos um hamil-
toniano transformado com interagoes a segundos vizinhos

H(S)=-KY 8S; = H(S")=-K'>. S8, —K" Y 8,8 (4.38)
(ig) (i5) (ig))
Em geral, aplicando a TGR n vezes, sao geradas todas as interagoes possiveis de

alcance finito, compativeis com a simetria S — —S. A estrutura do fluxo do GR é
muito mais complicada que o fluxo unidimensional analisado.

4.4 Teoria geral

A teoria geral do Grupo de Renormalizagao é baseada na analise do fluxo do GR
no espaco das constantes de acoplamento. As hipoteses bésicas desta analise sdo as
seguintes:

1. Consideramos um espago vetorial n-dimensional formado pelas constantes de aco-
plamento {K}. A dimensao deste espago pode ser infinita.
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2. Assumimos a existéncia de uma transformagao do Grupo de Renormalizagao
{K'} = R{K} (4.39)
3. Assumimos a existéncia de um ponto fixo K* tal que
{K*"} = R{K"} (4.40)
4. Assumimos que R {K*} é diferenciavel

Com essas suposi¢oes podemos linearizar a transformagao perto do ponto fixo

KC’L—K;NZTab(Kb—K;) (4.41)
b
onde K, é a componente a do vetor K coma =1,2,...,n. A transformacao linear fica
caracterizada pela matriz T cujas componentes sao
0K/
Tw = < . (4.42)
OKy | g

4.4.1 Variaveis de escala

E conveniente trabalhar em uma base do espaco vetorial das constantes de acoplamento
que transformem de maneira simples perante uma TGR. Para isto, consideramos agora
os autovalores e autovetores da matriz 7T,

> eiTy =X e, (4.43)

onde € ¢ a a-essima componente do autovetor €' e A\’ sao os autovalores.
Podemos definir agora combinacgoes lineares das constantes de acoplamento conhe-
cidas como varéveis de escala

u=Yy e (K,—K;) . (4.44)
As propriedades mais importantes dessas variaveis sdo, por un lado,
w(K*)=0. (4.45)
Ou seja, o ponto fixo K* fica definido por u; = 0 para ¢ = 1,...,n. Por outro lado, a
transformacao do grupo de renormalizacao linearizada fica definida de forma simples
uf = N, (4.46)

e é por esse motivo que u; sdo chamadas de varidveis de escala. Elas transformam
simplesmente mudando sua escala quando uma TGR é aplicada.

Podemos classificar as variaveis de escala u;, dependendo do valor dos autovalores
M. E til escrever os autovalores na forma A* = b% onde b é o fator de dilatacdo e y;
um expoente real. Temos entao a seguinte classificacao:
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1. Se y; > 0, A\; > 1, u; é uma variavel relevante
2. Se y; < 0, \; <1, u; é uma variével irrelevante
3. Se y; =0, \; = 1, u; é uma varidvel marginal

As variaveis relevantes se afastam do ponto fixo quando sdo submetidas a uma
TGR, ja que ela é multiplicada por um nimero maior que um (\; > 1), enquanto que
as irrelevantes fluem ao ponto fixo (u; = 0) ja que a transformagao multiplica elas por
uma escala menor que um (\; > 1). As variaveis marginais nao se transformam perante
uma TGR e poderiam formar parte do ponto fixo.

Suponhamos um sistema com n variaveis relevantes e n’ — n variaveis irrelevan-
tes. As n' — n variaveis irrelevantes definem o hiperplano critico em que todos seu
pontos estao dominados pelo ponto critico. Isto é, cada ponto do hiperplano critico,
representa um hamiltoniano com as mesmas propriedades de longas distancias que o
ponto critico, isto é £ = co. Esse hiperplano é simbolizado com S, na figura 4.10. A
variaveis relevantes estdo associadas geralmente (nem sempre é 6bvio) com o niimero
de variaveis “experimentais” que devemos ajustar para alcancar o ponto critico. Por
exemplo, variando a temperatura geramos uma linha fisica que geralmente atravessa
a superficie critica. Qualquer ponto sobre a linha fisica fora do hiperplano critico se
afastard do ponto critico. Indicamos isto no esquema da figura 4.10.

Exemplo de um ferromagneto

A modo de exemplo, num ferromagneto uniaxial, temos duas varidveis relevantes: uma
associada com a temperatura T e a outra com o campo magnético H. De fato, o
diagrama de fases de um ferromagneto uniaxial geralmente tem essas duas variaveis
que devem ser ajustadas para alcancar o ponto critico.



Daniel G. Barci - DFT-UERJ - 2020 115

K,

Figura 4.11: flowexample.eps

Na descri¢ao microscopica temos variaveis de escala pares e impares perante a trans-
formagao S — —S. As impares estao associadas ao campo magnético H, dado que este
quebra explicitamente a simetria S — —S. Apenas existem dois tipos de varidveis
porque elas correspondem as duas representagoes irredutiveis do grupo de simetria Z,.
Para grupos de simetria mais complexos temos tantas classes de acoplamentos como
representacoes irredutiveis tenha o grupo de simetria.

Isto significa que os autovetores da matriz T podem ser classificados de acordo com
o sub-espaco a que eles correspondem. Deve haver uma variavel de escala relevante no
sub-espaco par, que chamamos de variavel térmica, e uma variavel relevante no espago
fmpar que chamamos variavel magnética. A estrutura da matriz T' tem dois blocos da

o v (11 it

O ponto critico é alcangado para H = 0. Portanto, ele se encontra no sub-espago de
funcoes pares. Isto permite reduzir o problema do estudo do ponto critico, ao estudo
de apenas uma variavel relevante no sub-espaco térmico. As varidveis irrelevantes em
geral sdo fungoes complicadas da temperatura e sao infinitas.

Consideremos por simplicidade um espago de duas dimensoes. Por exemplo, temos
uma variavel relevante e outra irrelevante. Podemos considerar o modelo de Ising com
acoplamento de primeiros e segundos vizinhos,

(i5) ((i5))

O diagrama de fluxo do GR tem a forma da figura (4.11). O ponto critico é alcangado
para algum valor das constantes de acoplamento K; = K} e Ky = K;. Existe a cha-
mada linha fisica associada & varidvel relevante que flui afastando-se do ponto critico.
Pontos sobre esta linha fluem, bem para a fase paramagnética T = oo, bem para a
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fase ferromagnética T'= 0. A linearizagao dessa curva perto do ponto critico fornece a
combinacao linear de K7 e K5 que fornece a variavel de escala relevante.

Por outro lado existe uma linha que flui ao ponto critico. E a superficie critica que,
no caso, é uma linha. Pontos sobre esta linha estao dominados pelas propriedades do
ponto critico. Esta linha separa o plano K; — K5 em duas regioes: uma dominada pelo
ponto fixo paramagnético " = oo e a outra dominada pelo ponto fixo ferromagnético
T=0.

Se considerarmos o modelo de Ising com acoplamento apenas a primeiros vizinhos
(K3 = 0) e aumentamos a temperatura, vamos encontrar a interse¢ao da linha critica
com o eixo Ky = 0. Este ponto representa a transi¢ao de fase e determina a temperatura
de transicao do modelo. Se considerarmos agora uma pequena interacao entre segundos
vizinhos e aumentamos a temperatura a partir de zero, a linha fisica é representada no
grafico da figura (4.11) pela linha pontilhada. A interse¢ao da linha pontilhada com a
critica determina a temperatura critica desse modelo. Vemos que a temperatura critica
depende do modelo considerado; ela nao é uma grandeza universal. Pelo contrario, as
propriedades criticas de longas distancias dos dois modelos sao exatamente as mesmas,
j& que elas se encontram sobre a linha critica e qualquer ponto sobre essa linha tem
a mesmas propriedades assimptoticas que o ponto critico. Este é o conceito bésico de
universalidade.

4.4.2 Propriedades de escala da energia Livre

Os expoentes criticos, podem ser obtidos a partir do diagrama de fluxos do grupo de
renormalizacao perto do ponto critico. Para entender como isto pode ser realizado
estudamos as propriedades de escala da energia livre. No presente exemplo temos
duas variaveis relevantes; a variavel térmica u; e a magnética uj,. Cada uma delas é
caracterizada por um autovalor y; > 0 e y, > 0 respetivamente. Por outro lado existem
infinitas variaveis irrelevantes usg, uy, . . ., cujos autovalores associados sao y3 < 0,y4 <
0,....

Uma transformacao do grupo de renormalizacao preserva a fungéo de parti¢ao entao,
a energia livre transforma como

Nf(K)— Ng(K)+ N'f(K') (4.49)

f(K) é a densidade de energia livre (ou energia por spin).
A fungao g(K) é analitica e tem sua origem na integracao de graus de liberdade
de pequenas distancias. FEla contribui com uma constante global de normalizacao a
nova fungao de partigao, portanto ela nao participa na transicao de fase. Para o
estudo dos expoentes criticos é suficiente considerar a parte singular da energia livre,
F,(K) = Nf,(K). Como o ntimero de spins escala perante uma TGR como N’ = b~%N,
onde b > 1 é o fator de dilatacao e d a dimensionalidade, temos que a densidade de
energia livre satisfaz
J(K) = 5 f (K) (4.50)
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Se comegarmos o fluxo perto do ponto critico, temos depois de n iteragoes do GR,

fs(ug, up,uz, ug,...) = b_dfs(eytut, eVruy, e ug, €™y, .. )

= b f (e uy, €"Vrhuy, €™ ug, €™y, . ) (4.51)

Note que, ao comecar perto de ponto fixo, faz sentido considerar as varidveis de escala
u; << 1, por outro lado, y3 e y4 sao negativos, por esse motivo, as variaveis irrelevantes
se aproximam rapidamente do ponto fixo e podemos ignora-las.

fs(ug,up) b7 f (€™, ehuy,) (4.52)

As variaveis relevantes crescem com a aplicagao da TGR. Portanto, ndao podemos iterar
indefinidamente porque nos afastariamos da regiao critica. Dessa forma, iteramos até
a variavel térmica atingir um limite u;, << 1.

™ uy| = uy, (4.53)

Ou seja, iteramos até um valor de n onde a aproximacao linear da transformacao ainda
é valida,
n= L In (%> (4.54)
Yt U
Perto do ponto critico, u; e uy, sdo fungoes analiticas de T" e h que, por simetria,
tem a forma

U = t3+0(t2,h2) (4.55)
0

up, = £+O(th) (4.56)
ho

onde r e h sao a temperatura e campo magnético reduzidos e ty e hy sao constantes de
referéncia microscopicas.

Substituindo o valor de n méximo, dado pela equagdo (4.54), na equacao (4.52) e
usando as equagoes (4.55) e (4.56) chegamos & forma,

o ) (h/ho> ) (4.57)

|t/t0|yh/yt

13

fs(t,h) = i

onde ® é uma funcao universal chamada funcao de escala.

E interessante notar que a forma da equacao (4.57) foi obtida sem conhecer nenhum
detalhe do modelo microscépico. A tnica suposicao é que na vizinhanga do ponto critico
existem duas variaveis de escala relevantes. Embora a forma especifica da fungao ¢
nao seja conhecida, a forma como escalam as variaveis é suficiente para calcular os
expoentes criticos associados com o ponto critico em questao.
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4.4.3 Expoentes criticos

A partir da equagao (4.57) podemos calcular os expoentes criticos do ponto fixo K*
em funcao dos autovalores y; e yy,.
O calor especifico pode ser calculado a partir de

af.
C=p2  ~iv? 4.58
87| (459)
Portanto o expoente critico associado é
d
a=2—-— (4.59)
Yt

Vemos que apenas o autovalor da varidvel térmica e a dimensionalidade sao suficientes
para conhecer a dependéncia do calor especifico com a temperatura, perto do ponto
critico.

A magnetizacao tem a forma

afs d-vp
5|~ (4.60)
obtendo o expoente critico
d—
p=S""tn (4.61)
Yt

Nesse caso, além da dimensionalidade, os autovalores associados com as duas variaveis
de escala relevantes contribuem para determinar o comportamento do parametro de
ordem.

Da mesma forma podemos calcular a suscetibilidade dada por

(92f5 d=2yp
X = ~ |t (4.62)
oh? |, _,
obtendo como conseqiiéncia
2yp — d
y = (4.63)
Yt

Podemos calcular também a magnetizagao em fungao do campo magnético na tem-
peratura critica obtendo o expoente critico apenas em fun¢ao do autovalor da varidvel
magnética e a dimensionalidade,

Yn
§ = 4.64
d—yn ( )

Observamos que os quatro expoentes criticos, «, 3,7,d, dependem apenas da di-
mensionalidade e dos autovalores das variaveis relevantes da transformacao linearizada
no ponto critico. Portanto, eles nao sao independentes A partir das equagoes (4.59),
(4.61), (4.63) e (4.64), podem ser estabelecidas as seguintes relagdes de escala

a+28+y = 2 (4.65)
a+p(1+68) = 2 (4.66)



Daniel G. Barci - DFT-UERJ - 2020 119

Essas relacoes, nao dependem da dimensionalidade e fornecem um vinculo nao trivial
entre a magnetizacao, o calor especifico e a suscetibilidade perto de um ponto critico.
Elas sao uma das grandes predi¢oes do grupo de renormalizagao, e foram comprovadas
experimentalmente com um grau de precisao muito alto.

4.4.4 A funcao beta

E possivel escrever equacoes diferenciais que descrevem o fluxo do GR. Embora te-
nhamos trabalhado com o processo de blocos com um fator de dilatacao b, como os
expoentes criticos nao dependem de b, poderiamos considerar o fator de dilatagao b > 1
como um numero real arbitrario infinitesimalmente maior que 1.

=1+ com 6 <<1 (4.67)

Isto define uma transformagao do grupo de renormalizacao infinitesimal. Entao, a
mudanca nas constantes de acoplamento pode ser expandida como

dK,

K =K, + TR O(50%) (4.68)

definimos entao a funcao
P pu() (4.69)

a '
Usando esta formulagao, os pontos fixos do GR sao dados pelos zeros da fungao beta.
Ba({K7}) =0 (4.70)
A matriz de derivadas do GR T, tem agora a forma
0P
Ty = 04 Y4 4.71
b bt ( P Kb) (4.71)
e os autovalores sao

portanto os valores y; sdo os autovalores da matriz —d/3,/0Kj.

Na préatica, o uso do grupo de renormalizacdo passa pelo calculo da funcao fS.
A partir dos zeros desta e dos autovalores da sua derivada é possivel caracterizar
completamente os pontos criticos e as transicoes de fase.



Capitulo 5

O Grupo de Renormalizacao em
espaco de Fourier

Os exemplos descritos até agora mostram uma técnica chamada de grupo de renor-
malizacao em espago real, ou espaco de configuragao. Porém, existe uma técnica mais
sistematica para chegar as equagoes de fluxo do grupo de renormalizacao em espacgo
de Fourier. Tanto para modelos discretos quanto para modelos continuos, o espaco de
momentos correspondente sempre serd continuo. Por esse motivo, é interessante refazer
as transformacoes do grupo de renormalizacao no espaco de Fourier. A ideia é integrar
sobre comprimentos de onda curtos (ou momentos grandes) e obter uma teoria efetiva
para comprimentos de onda grandes (ou momentos pequenos). Nos modelos de rede,
existe uma distancia minima em espaco de configuracao que é o espacamento de rede a.
Isto implica que, no espago de momentos, existe um momento maximo A « 1/a. Em
modelos continuos, esse momento maximo deve ser introduzido na foma de um cut-off
ultravioleta A. O esquema de uma transformacao do grupo de renormalizacao em es-
paco de momentos é esquematizado na figura 5.1 O primeiro passo é reduzir o cut-off

Figura 5.1: Ilustracao do processo de renormalizagao.

com o fator de dilatagdo b > 1, de forma que A — A/b. Este passo é completamente
equivalente a escolher blocos de spins de tamanho b em espaco de configuracdo como
temos ilustrado nos capitulos anteriores. O segundo passo é integrar sobre a casca
esférica de raio maior A e raio menor A’ = A/b. O resultado é um novo sistema, onde

120



Daniel G. Barci - DFT-UERJ - 2020 121

os graus de liberdade tem um novo cut-off ultravioleta A’ = A/b. Este novo sistema é
equivalente em espaco de configuracao a uma nova rede cujo parametro de rede ¢ b%a.
Para poder comparar o novo sistema com o original, é necessario reescalar o momento
em um fator b para voltar as unidades originais.

Com o intuito de mostrar explicitamente como fazer esse procedimento, recorremos
a um sistema cujos graus de liberdade sao descritos por um campo escalar ¢(x), cuja
transformada de Fourier é ¢(q). O campo escalar ¢(q) pode ser separado em duas
componentes: uma com suporte na casca esférica A/b < |q| < A e a outra com suporte
na esfera |q| < A/b. Explicitamente,

¢(a) = ¢7(a) + ¢~(q) (5.1)

onde temos definido
@ = d@o (s 1) 6:2)
#@ = 4@ (a1 (5.3

com a funcao de Heaviside (fungao degrau) dada por

)1 para >0
o) = { 0 para =<0 (54)

As componentes no espaco de configuragao ¢<(x) e ¢~ (x) sdo as anti-transformadas de
Fourier dos campos ¢<(q) e ¢ (q) respetivamente. Por uma questdo de simplicidade
na notag¢ao, quando nao houver lugar a confusao, deixaremos de usar o “~” para os
campos no espago de Fourier. Sendo assim, a transformada de Fourier de ¢(x) sera
#(q). Embora usemos o mesmo simbolo ¢, é claro que trata-se de funcoes diferentes.
Consideramos agora que o sistema é definido por um hamiltoniano H[¢], onde o
sub-indice A indica que as integrais de momento devem ser calculadas com esse cut-off.
Definimos agora a transformacao do grupo de renormalizacao da seguinte forma,

e_H/%[M = /D¢> e~ HAle” +¢<] (5.5)

Essa equagao pode ser considerada como a definigdo do novo hamiltoniano H', [¢<].
b

Ela é completamente analoga a defini¢ao (4.3) para um sistema de spins. Da mesma
forma que no sistema de spins, ndo é dificil mostrar que essa transformacao deixa a
fungao de partigao invariante. Ou seja, estamos descrevendo o mesmo sistema fisico
com graus de liberdade que representam uma escala maior de distancias, ou menor de
momentos. O novo hamiltoniano assim definido representa um sistema cujo maximo
valor do momento é A’ = A/b. Também, ele contem a informacao dos graus de liberdade
de momentos altos devido a integracao funcional feita na sua defini¢ao, equacao (5.5).
Para poder compara-lo com o hamiltoniano original, devemos reescalar os momentos e
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os campos, de tal forma que o novo hamiltoniano fique definido no mesmo dominio de
momentos. Por esse motivo fazemos a seguinte mudanca de variaveis,

4 = by (5.6)

ql
o- (1) = oo 65.7)
Ou seja, dilatamos cada componente ¢ = 1,... do momento ¢; por um fator b > 1.
Também, mudamos a escala do campo numa quantidade &(b) que depende do fator de
dilatagao b. Com essa mudanca, a integragdo no novo hamiltoniano, que era sobre a

variavel ¢ < A/b, passa a ser sobre a variavel ¢’ < A, ou seja H)\(¢'). Desta forma, a
transoformacao do grupo de renormalizacgao, assim definida transforma

Ha() = Hy(¢) (5.8)

com Z = Z'. Note que os dois hamiltonianos tem o mesmo dominio de integracao,
entdao podem ser comparados.
5.1 O modelo gaussiano

A modo de exemplo, aplicamos a técnica descrita na se¢do anterior ao modelo Gaussi-
ano, cujo hamiltoniano é

Ha = o [l Vol + 20w} (5.9)

O sub-indice A, indica que no espaco de momentos o sistema tem um cut-off A ou, no
espago de configuragao, existe uma distdncia minima a ~ 1/A. O hamiltoniano (5.9)
tem a simetria de Ising; ele é invariante perante a troca ¢ — —¢.

No espaco de Fourier, o hamiltoniano assume a seguinte forma:

(r + cq®)|o(q)” (5.10)

1 d?

Ha=3 [ o
2 Jg<a (2m)d

onde ¢ = |q|, e o dominio de integra¢ao ¢ < A é indicado explicitamente.

O primeiro passo para implementar uma transformagao do GR é diminuir o cut off
até A" = A/b e separar o campo em duas componentes

o(q) =97 (q) +¢~(q) (5.11)
onde
A
¢7(a) = ¢(a)0lq - ) (5.12)
@) = o@O(; (5.13)
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Em termo dessas expressoes temos que,

[p(@)]* = |¢=(a)+¢7 (q)]” = [¢=(a)]* +|¢” (@) + 6= (a)¢”" (@) + =" (a)¢” (a) (5.14)

Os dois ultimos termos da soma acima sao nulos por se tratarem, basicamente, do
produto © (% — q) © (q — %) Portanto, nao existem termos que acoplam os campos
¢< e ¢~. Consequentemente, o hamiltoniano se reduz a soma de dois hamiltonianos
da forma,

H="H[¢"] +H"[¢~] (5.15)
A transformagao do GR dada pela equagao (5.5), pode ser agora facilmente calculada,
e "l _ [ o7 e (5.16)
— N H[T] (5.17)

Onde a constante multiplicativa
N = / D> ¢ 1971 (5.18)

Desta forma, o hamitoniano transformado, depois de integrar sobre modos de compri-
mentos de onda largos tem a forma,

d
Myl =5 [, il + et P (519)

Ou seja, o hamiltoniano transformado tem exatamente a mesma forma que o hamil-
toniano original. A tnica diferenca é que o dominio de integracao foi restringido a
q < A/b. Vemos entdo que se quisermos comparar os hamitonianos dados pelas equa-
goes (5.10) e (5.19) temos que mudar as variaveis de integragdo com o objetivo que as
duas expressoes tenham o mesmo dominio de integracao. Para isto fazemos na equagao
(5.19) a seguinte transformacao de escala

d = bq
o<(d/b) = £¢'(d) (5.20)
Com isto, o hamiltoniano tem a forma,
1 dlq'
W =5 o Gt "+ HN @ (5.21)

Note que o dominio de integracao voltou ao original ¢ < A. Podemos reescrever o
hamiltoniano da seguinte forma,

=g [ ot + )il (5.22)
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onde definimos as constantes,

o= b (5.23)
¢ = b (5.24)

e tiramos as linhas das varidveis de momento e dos campos, j4 que nao se faz mais
necessario recarregar a notacao.

Podemos comparar agora o hamiltoniano original dado pela equagao (5.10) com
o hamiltoniano obtido fazendo uma transformacao do grupo de renormalizagao, dado
pela equagao (5.22). Observamos que eles tem exatamente a mesma forma, porém as
constantes de acoplamento foram redefinidas {c,r} — {¢,7'}. Desta forma, o fluxo do
GR no espaco de constantes de acoplamento é definido pelas equagoes (5.23) e (5.24)
que podem ser reescritas da forma mais simples,

o= by (5.25)
d = b (5.26)

onde introduzimos o expoente 7, chamado de dimensao andémala, como uma forma de
parametrizar o escalamento do campo, escolhendo,

E=b"7" (5.27)
As equagoes (5.25) e (5.26) sao as equagoes do grupo de renormaliza¢do do modelo
gaussiano.
De posse das equagoes de fluxo, podemos analisar os pontos fixos e as varidveis de
escala. E facil observar que no nosso caso temos duas situacoes diferentes. Escolhendo
n = 2, as equagoes se reduzem a

ro=r (5.28)
d = b (5.29)

E claro que nesse caso r é uma variavel de escala marginal, ja que ela nio evolui com
uma TGR. O ponto fixo da transformagao é dado entao por ¢ = 0 (e r arbitrario),
sendo ¢ uma variavel de escala irrelevante. Temos entdo que este ponto fixo nao tem
varidveis de escala relevantes, e o hamiltoniano do ponto fixo se reduz a

M= / &'z §(x) (5.30)

Isto implica que o ponto fixo com 1 = 2 representa uma fase a temperatura infinita, ja
que é representada por variaveis independentes em cada ponto do espago, cuja media é
sempre zero (¢(x)) = 0. Neste sentido, o ponto fixo obtido para n = 2 néo é interessante
j& que ele nao descreve uma transicao de fase, mas apenas uma fase desordenada.
Porém, existe outro ponto fixo para n = 0, que pode ser obtido das equagoes,

o= br (5.31)
d = ¢ (5.32)
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A partir dessas equagoes, observamos que existe um ponto fixo em r = 0, onde r é uma
varidvel de escala relevante, e ¢ ¢ marginal. Portanto, o fluxo do GR tende a se afastar
do ponto r = 0 que separa duas fases bem definidas. Ainda, podemos considerar que
o coeficiente de dilatagdo é b = 1 + §¢, com ¢ infinitesimal. Podemos escrever entao
as equagoes do GR como um sistema de equacgoes diferenciais

dr

== 2 .
0 r (5.33)
dc

70 0 (5.34)

Lemos destas equagoes os autovalores correspondentes as varidveis de escala y, = 2 e
Yo = 0.

5.2 Derivadas de ordem superior

No modelo gaussiano, consideramos somente a derivada primeira do campo. Uma
pergunta valida seria se termos com derivadas de ordem superior mudam de alguma
forma o modelo estudado. De forma geral, o termo que contém a derivada segunda de ¢
e que respeita a simetria do problema (invariancia frente a troca ¢ — —¢ e invariancia
rotacional) é dado por:

wo / diz(V2g)? (5.35)
onde V2 é o operador laplaciano em d dimensoes. O hamiltoniano é escrito como
1
Ha =5 [ da{uo(V20)* + V[ + r26%(@)}. (5.36)

cuja versao em espaco de Fourier é

1 dd
Ty /qSA (27;;‘1 (r+cg” + woglo () (5.37)

Observamos que o modelo continua sendo gaussiano o que permite separar o hamil-
toniano em dois termos, um contendo o campo ¢~ e o outro contendo apenas o0 campo
¢<. Logo, integrando em ¢~ e fazendo a mesma transformacao de escala dada pela
equagao (5.20) obtemos,

d

_1 dq L, )
fa =3 /qu (27T)d(r + g +woq)|¢(q)] (5.38)

onde definimos as novas constantes de acoplamento

o= b (5.39)
d = ¢ (5.40)
wy = b 2wy (5.41)
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ou, em notacao diferencial

dr
— = 2 42
7, r (5.42)
dc
- 4
70 0 (5.43)
dw
d—; = —2uw, (5.44)

Observamos que o ponto fixo continua sendo r = 0, wy = 0 com ¢ arbitrario. O termo
com derivadas de ordem superior nao mistura as diferentes constantes de acoplamento,
tendo como consequéncia que r,c,wy continuam sendo varidveis de escala. Ainda,
observamos que o autovalor da variavel wy € y,,, = —2, 0 que corresponde a uma variavel
de escala irrelevante. O fluxo descrito por estas equagoes do GR é representado na
figura (5.2). Vemos que, se fixarmos uma condicao inicial com r = 0 e wy = constante,

PC.

wo

Figura 5.2: Diagrama de fluxo em termos da variével relevante r e a variavel irrelevante
Wo

o fluxo converge ao ponto critico. Isso é o que caracteriza a variével irrelevante wg. Se
comecgarmos com r > 0, o fluxo evolui para r — oo, wy — 0, 0 que caracteriza a fase
desordenada com T = oco. Nesse sentido, ao estudarmos a transi¢cao de fase descrita
pelo ponto critico gaussiano, podemos desprezar derivadas de ordem superior, ja que
esses termos sao irrelevantes no sentido do GR, o que implica que na teoria efetiva de
longas distancias, esses termos escalam a zero.

5.3 Efeitos da rede

Existe uma pergunta importante em relacao aos efeitos de uma rede, ou da formulagao
da teoria num espago discreto. De um ponto de vista intuitivo, poderiamos supor
que, num limite de longas distancias, o efeito da rede deveria ser desprezivel. Porém,
o efeito da rede se manifesta de forma néo trivial em relagdo & simetria do sistema.
Por exemplo, se pensarmos um sistema bidimensional, o modelo continuo tem simetria
perante rotagoes continuas no plano. A existéncia de uma rede quadrada quebra essa
simetria, deixando uma simetria discreta residual como as rotagoes em um angulo /2.
Passamos de um grupo de simetria continuo, O(2) a um grupo de simetria discreto
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Cy (o grupo rotagoes pontuais numa rede quadrada). Entdo, ndo é evidente qual é o
efeito da rede na transicao de fase. Para entender isto de uma forma simples, podemos
considerar um sistema gaussiano definido sobre uma rede quadrada em duas dimensoes.
Um hamiltoniano desse tipo pode ser escrito da seguinte forma,

(4,3 i

onde ¢; é uma variavel real, definida no sitio i de uma rede quadrada com parametro
de rede a. J e «a s@o duas constantes de acoplamento positivas e (i, j) significa somar
sobre vizinhos proximos na rede.

Definimos agora a transformada de Fourier

d*q }
= e " 5.46
6= [ 0@ (5.46)
onde r; = a(n;i+m;j) com n; e m; ntmeros inteiros. Substituindo a equagao (5.46) no
hamiltoniano (5.45) e somando sobre todos os sitios da rede obtemos o hamiltoniano
no espaco de momentos,

d*q
g<A (2m)?

> =

e(q) |¢(aq)|” (5.47)

onde
e(q) = a — J [cos(gza) + cos(gya)] (5.48)

Observamos que €(q) é invariante se trocarmos ¢, <+ ¢,, que nada mais é que uma
rotagdo em 7/2. Portanto, a simetria da rede quadrada se vé refletida de forma correta
na estrutura da relagdo de dispersdo €(q). Verificamos também, que a integral nos
momentos na equagao (5.47) tem um cut-off natural A ~ 1/a. Dado que no integrando
|ga| < 1, podemos expandir os cosenos em serie de poténcias de ga. Temos que,

1

(@) =a—2J+J [21, {(g0)? + (gy0)*} - T {(age)" + (agy)'} + .. } (5.49)

Substituindo essa expressao no hamiltoniano obtemos

H:/Q<A(;l7;§2{7“+cq2+wo (q§+q§)}|¢(Q)|2 (5.50)

onde definimos as constantes r = a — 2J, ¢ = Ja?/2 e wy = —Ja*/4. A primeira
observacao é que os dois primeiros termos do hamiltoniano coincidem com o modelo
gaussiano continuo estudado anteriormente. Esses termos sao invariantes perante rota-
¢oes continuas no plano. Jé o terceiro termo nao pode ser escrito em fung¢ao do moédulo
de q. Essa contribui¢ao nao é invariante rotacional, tendo a simetria discreta da rede
quadrada. Portanto, para ¢ — 0, o modelo é praticamente o modelo continuo. Os
efeitos da rede comecam a ser observados na ordem ¢*. Se agora analisarmos o hamil-
toniano (5.50) usando o grupo de renormalizagdo chegaremos exatamente as equagoes
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(5.42)-(5.44). Portanto, os termos quarticos, que contem a informacgao da simetria da
rede, sao irrelevantes, e fluem para o ponto critico gaussiano.

Como conclusao, as propriedades de longas distancias do modelo gaussiano continuo
e na rede sao exatamente as mesmas. Se comegarmos o fluxo com um hamiltoniano
inicial definido na rede, ele flui ao hamiltoniano continuo. Isto significa que, mesmo
que no modelo original a simetria de rotagao esteja quebrada, no ponto critico essa
simetria é restaurada. E o que chamamos de uma simetria emergente na criticalidade.
Lembremos que no capitulo I, observamos este mesmo fendémeno similar na transi¢ao
de fase liquido-gés. Embora ela nao tenha a simetria de Ising, esa simetria emerge no
ponto critico liquido-gas, estabelecendo que o transicao de fase ferromagnética uniaxial
e a transicao liquido-gas se encontram na mesma classe de universalidade.

5.4 O ponto fixo gaussiano: analise perturbativa

Nesta secao analisamos a estabilidade do ponto fixo gaussiano. Para isto vamos traba-
lhar com um hamiltoniano que possa ser escrito como

H=Ho+V (5.51)

onde o termo quadratico é
g [l 2 1 o
Ho = [ dia [§\v¢y + oo (5.52)

e V' é uma perturbagao. A interacgao local mais simples que preserva a simetria de Ising
¢ — —¢ é o potencial quéartico,

V= % / iz ¢ (x) (5.53)

O objetivo é aplicar a técnica do GR em espago de momentos e tentar entender o
diagrama de fluxos perto do ponto fixo gaussiano em fungao de r e u. Para isto, como
é usual, definimos o hamiltoniano com um cut-off utrlavioleta A. A seguir diminuimos
o cut-off com um fator b > 1, A — A’ = A/b. Introduzimos entdao os campos ¢~ e
¢< que, no espago de Fourier, tém suporte na casca esférica A/b < ¢ < A e na esfera
q < A/b respetivamente.

J& comprovamos anteriormente que o termo quadratico do hamiltoniano se com-
porta de forma muito simples em relacdo a essa separacao de dominios no espago de
momentos. De fato,

Ho =Hg[¢7] + Hy[¢7] (5.54)

Por outro lado, a interagao quartica nao tem essa propriedade e, em geral, a perturbacao
depende das duas componentes, V[¢] = V[¢p<,¢”]. Podemos escrever o hamiltoniano
total da forma,

Ha =Hi[07] + Hi o™+ V™, 6] (5.55)
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onde o sub-indice A indica que o hamiltoniano depende do cut-off ultravioleta A.
Definimos agora uma transformacao do grupo de renormalizacao integrando funci-
onalmente o campo ¢~ da seguinte forma,

e M = / D> e~ M5 +H5+V16> 6D (5.56)
Multiplicando e dividindo pela constante
N = / D¢ e H516”] (5.57)
obtemos a expressao simples

e N = Nem o (e >H> (5.58)

Nessa expressao, (...)y> indica a média estatistica calculada com a distribuigao gaus-
siana dada pelo hamiltoniano #Hg . Explicitamente,

» [D§> e M5 171 V1670%]
(e >7—L0 [ Dp>e 45 [6°]

(5.59)

Note que essa média estatistica é uma funcao de ¢=, como deve ser.

A equagao (5.58) define a transformacao do grupo de renormalizagdo, quando o
cut-off ¢ diminuido num fator b > 1. Observamos que, se u = 0, iste ¢, V = 0, a
equagao coincide com a usada no modelo gaussiano, equagao (5.17).

Para conhecer o hamiltoniano efetivo depois da TGR devemos calcular a média da
equagao (5.59). Dado que V' é uma funcao quértica, a integral funcional nao pode ser
feita de forma exata. Por esse motivo devemos implementar algum método aproximado
para seu calculo. O método mais simples é o chamado teoria de perturbagoes. Para
isto expandimos o exponencial em serie de Taylor, exp(—=V)=1—-V + (1/2)V? +
retendo apenas o termo linear como uma primeira aproximacao. A posteriori, sera
necessario investigar se essa aproximagao é adequada para nosso proposito ou se sera
necessario melhoréa-la. A média estatistica sera dada entao por,

(V) ~1—(V) (5.60)
Com o mesmo grau de aproximagcao, podemos re-exponenciar o resultado, obtendo
<e_v> ~e W) (5.61)

lembrando sempre que essa relagao é valida apenas a ordem linear em V. Substituindo
a aproximagao linear na equagao (5.58) obtemos

e M = Ne ¥ eV (5.62)



Daniel G. Barci - DFT-UERJ - 2020 130

Logo, a menos de uma constante, obtemos para o hamiltoniano efetivo
Hiy = Hs + (Vs (5.63)

O problema ficou reduzido ao calculo da média estatisitica do potencial V. Como esse
potencial é polinomial nos campos, e a distribuicao de probabiliadade é gaussiana, essa
média sempre pode ser calculada. Para proceder, é importante notar alguns aspetos
associados & simetria do problema. No nosso caso, o potencial é quartico, logo suas
componentes sao

¢>4(.§U) — (¢> + ¢<)4 — ¢>4 + 4¢>3¢< + 6¢>2¢<2 +4¢>¢<3 + ¢<4. (564)

Temos que calcular a média estatistica sobre os campos ¢~ com peso gaussiano. Como
a distribuigao é par, todos os termos impares em ¢~ tem média zero. Desta forma, é
suficiente focar apenas nas poténcias pares de ¢~

o' () = 9”1 + 66722 + ¢=* + poténcias impares de ¢ (5.65)

A média do potencial pode ser escrita como

W = [ o {05100 + 662 () (672 0z + (07 0z ) (5.66)

O ultimo termo é uma constante, no sentido que nao depende de ¢=<, portanto pode
ser ignorado. Os outros dois termos podem ser re-escritos como,

(V)a> = Mj;m) /ddx d=3(x) + %/dd:c »<*(x) (5.67)

0

onde temos definido a constante G~ (0), sabendo que
G”(x = x) = (¢7(x)¢7 (X))5 (5.68)

é a funcao de correlag@o de dois pontos do campo ¢~ (x), calculada com o hamiltoniano
quadratico Hg . Uma observagao interessante ¢ que a expressao (5.67) contem um termo
quadratico e um quéartico. Ou seja, o célculo da media gerou termos que ja existiam
no hamitoniano original. Portanto, a dimensao do espago de pardmetros se mantem
constante, ji que nenhum termo novo foi gerado. Substituindo a equagao (5.67) na
equagao (5.63), podemos escrever o hamiltoniano efetivo como

o= [[ae [SIV000P + 5 (r+5670) 626 + go=] . (569

que tem a mesma forma que o hamiltoniano original, equagao (5.51). O efeito da
transformagao do grupo de renormalizagao (na aproximagao linear) foi renormalizar o
termo quadratico, e reduzir o cut-off em A/b. Para poder comparar H'S com H, temos
que reescalar os momentos e os campos para que os dois hamiltonianos fiquem definidos
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no mesmo dominio de integracao. Para fazer isto, é mais conveniente escrever a equacao
(5.69) em espago de momentos. Realizando a transformada de Fourier obtemos,

e /<A/b( 31{ P+ 26 (0) + ¢ 0% (@)

43 l;[ / oy [ " ¢<(Qi)] 0%(ai + a2 + 3 + qu) (5.70)

Usamos agora o mesmo escalamento que usamos no modelo gaussiano,

qd = bg (5.71)
d+2

o=(d'/b) = b2 d(q) (5.72)

Com essa transformagao d?q = b=%d%q e §%(q'/b) = v46%(q’) Fazendo explicitamente a
mudancga de variaveis,

! ddql b_d U > —2 12| 1. d4+2| /(1|2
H = /,,<A<2ﬂ>d2[’“+2(3 (0) + b7 4216/ ()

U 4 ddq/
all /q;<A {(% s

Podemos escrever o hamiltoniano de forma que fique evidente sua estrutura que é
idéntica ao hamiltoniano original

, dig 1
"= /q<A(27f)dz[ 7] lo(a)l?

4! H/<A { ” qz )} 5d(Ql +q2 +q3 + qq) (5.74)

2)} b (g + gy + s +a))  (5.73)

onde ja simplificamos a notagao ¢'(q') — ¢(q) e temos definido as constantes de
acoplamento renormalizadas,

= 8 (r+5670) (5.75)
W= by (5.76)

Notamos que, para completar o calculo das equacoes do GR, precisamos calcular a
constante G~ (0), ja que ela depende do fator de dilatagdo b. Usando a definigao,
equacao (5.68), obtemos a forma da fungao de correlagao na origem,

G>(O):/A diq 1

_ 5.77
A (2m) g 41 ( )

Essa integral é bem definida, isto é, as divergéncias ultravioletas sao controladas pelo
cut-off A. Por sua vez, as possiveis divergéncias infravermelhas sdo controladas pelo
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cut-off A/b. A principio, essa integral pode ser resolvida exatamente. Porém, estamos
interessados apenas na dependéncia com b, num regime perto do ponto fixo r = 0. Nesse
regime, r << (A/b)?. Como o limite inferior da integral ¢ A/b, podemos expandir

1 1 r
—_—=— (1= —=+... )
P q2< s ) (5.78)

O segundo termo, vai produzir nas equagoes de fluxo um termo da ordem ur, o qual es-
tamos desprezando perto do ponto fixo r = 0, u = 0. Portanto, a expressao aproximada

de G=(0) &

QO A gt -
G7(0) ~ 5.5 /A/b Ao’ 5 =2B(1~ 1) (5.79)
onde temos definido a constante
1, G

B (5.80)

2 (2m)d (d — 2)

sendo €1; a area da hyper-esfera d-dimensional de raio um. Substituindo a equagao
(5.79) nas equagoes de fluxo (5.75) e (5.76) chegamos as expressoes,

v = r+uB(1 - b (5.81)
o o= b (5.82)

Na aproximagao particular que estamos trabalhando, as equagoes (5.81) e (5.82)
sao lineares. Podemos rescrevé-las em forma matricial,

(2)_T(£> (5.83)

onde a matriz T tem a forma,

o o »* BV —bid)
T = = . (5.84)
o' ou 4—d

Os autovalores e autovetores sao calculados facilmente.

1
M=0 = W= (5.85)
0
-B
A=b" = @ = (5.86)
1

Suponha que escolhemos um ponto inicial no plano v — r, por exemplo

fio = roi + uoj (5.87)
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onde 7 e j sao a base de vetores unitarios cartesianos usuais. O mesmo vetor pode ser
escrito na base de autovetores de T, {e(V, e®}, sendo que e =7 e e® = —Bi + J.
Encontramos que

fio = (ro + Bug) e 4 uge® (5.88)

Portanto as varidveis de escala sao

uy, =19+ Buy com autovalor A\, = b?

Uz = U com autovalor My = b*~¢ (5.89)

Vemos que para d > 4, temos uma variavel de escala relevante (u1) e uma irrelevante
(ug). Nesse caso a superficie (linha) critica é definida como u; = —0, ou r = —u/B.
Mostramos este comportamento na figura 5.3.

Outra forma de representar as equagoes de fluxo do GR é considerando transfor-
magoes infinitesimais b = 1 4+ df. Nesse caso, a matriz de transformagao linearizada

tem a forma,
(10 2 B(d-2)
T_<0 1)—1-(0 A—d )d€ (5.90)

A matriz do segundo termo é precisamente —9f,/0K}, onde

B = —2r+B(2—du (5.91)
Bo = (d—4)u (5.92)

é a funcao beta. Os autovalores dessa matriz séo y; = 2 e yo = 4 — d. Sendo que as
equagoes diferenciais do fluxo séo

I o Bld—2)u (5.93)
dl
du

E simples verificar que essas equacoes sao compativeis com as equacoes de escala

d’lLl

dUQ .

Um forma grafica de representar esta informacgao é através de um diagrama de
fluxos. Para isto temos que considerar dois casos. Se d > 4, o autovalor y; > 0
enquanto que y, < 0. Isto implica que temos uma variavel de escala relevante (u) e
a outra irrelevante (uy). Representamos isto na figura 5.3 Nessa figura, as variaveis
de escala sao representadas em azul. O ponto fixo gaussiano fica na origem e as setas
indicam o fluxo do GR. Observamos que a varidvel irrelevante define a “superficie”
critica cujas propriedades de longa distancia sao dominadas pelo ponto fixo gaussiano.
Um ponto fora dessa linha vai evoluir seja para a fase desordenada r— > oo ou para
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Figura 5.3: d > 4

a fase ordenada a T' = 0. Desta forma, o ponto fixo gaussiano domina a transi¢ao de
fase.

A situacao é diferente se considerarmos d < 4. Nesse caso, a variavel u, passa a
ser relevante, pois yo torna-se positivo. O diagrama de fluxo tem a forma dada na
figura 5.4 Observamos que o ponto fixo gaussiano é puramente repulsivo neste caso.

r

Figura 5.4: d < 4

Isto significa que nao existe nenhum hamiltoniano na sua vizinhanga que tenha as
mesmas propriedades de longas distancias que o ponto fixo gaussiano. Portanto, a
transicao de fase deve estar descrita por outro ponto fixo. No presente célculo nao
temos acesso a esse hipotético ponto fixo ja que fizemos uma analise perturbativa a
primeira ordem. Ou seja, nossos resultados apenas tem validade para uma pequena
vizinhanca do ponto fixo gaussiano. Para explorar o diagrama de fluxo com maior
detalhe temos que melhorar a aproximacao utilizada.

Vemos também que a analise realizada nos fornece a informacao correta sobre di-
mensao critica superior que, no presente exemplo é d. = 4. Para dimensoes d > d., o
ponto fixo gaussiano descreve bem a transi¢do levando aos mesmos expoentes criticos
que a teoria de Landau. Porém, para d < d., o ponto fixo gaussiano ja nao domina
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a fisica da transicao de fase, tendo que melhorar a aproximacao para tentar entender
dimensoes inferiores. Isto coincide com o critério de Ginzburg estudado no capitulo
anterior.

5.5 Dimensao critica superior e efeitos de nao locali-
dade

Antes de discutirmos a expansao €, vamos estudar um potencial de interacao de ordem

"p" e seus efeitos sobre a teoria.

Vo = up/ddwp(fﬂ) = Uy /|q|<A é:)ld~--Cézq;)dlso(ql)cp(@)mw(—q1 — @2 — Gp—1) (5.97)

Usaremos novamente o procedimento padrao
©(q) = ¢~(q)
q =bg
d+2
() =b2¢(q) (5.98)

Com os campos e os momentos redefinidos, o potencial fica

ddq/ ddq/_1 "
V, = / 1 P o= — 0. —a b—d(p—l)bp( ) 5.99
p = Up al<ab (2m)d (27 p(q1)p(a2)-o(—0 — ¢ Gp—1) 2 ) (5.99)

O proéximo passo é reescalonar as constantes:

u, = b ru,
d+2 2 — d(p — 2
N = ‘5 )—d(p—l):pép) (5.100)

Nota-se que, se p = 1, A\, > 0 e, caso p seja igual a 2, A\, também serd 2. Algo
interessante ocorre para valores de p maiores que 2: nessas situagoes, A, podera ser
positivo ou negativo de acordo com a dimensao do problema.

se d > d, ,entao A, < 0 e u, ¢ irrelevante

se d < d, ,entao A, > 0 e u, ¢ relevante

onde d. é a dimensdo critica superior. A tabela a seguir destaca alguns resultados
conhecidos.

Em nosso estudo, tratamos somente de interacoes locais. Vamos estudar, no caso
em que p = 4, o que aconteceria se levassemos em conta interacoes nao locais.

V, = /da:l...da:4u(:1:1...:r4)<p1...g04

/ dq dqs
(2m)d" (2m)

u(qr-.-qa)P1--- P (5.101)
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p|d.
41 4
3] 6
6| 3
em que
a(‘]h‘lm%y%) = /d$1--~d$4u(1’1,$271’3,34)€_i(qw1+’"+q4m4)
u(qr, g2, 43)0%(q1 + @2 + g3 + Q)
~ u(0) + uag®. (5.102)

No tltimo resultado, chamos de ¢? combinacoes dos ¢;s que incluem somente termos
quadraticos nos momentos, isto &, ¢7,qaqz.... O termo uy ¢ o termo que incluird as
interacoes nao locais. Fazendo a transformacao de escala novamente, vemos que

I b4—d

u = u

b2y, (5.103)

I_
Uy =

Logo, nota-se que u, torna-se irrelevante com mais facilidade que u e, por esse motivo,
é coerente considerarmos apenas interagoes locais.

5.6 Expansao ¢-O modelo O(n)

Vamos, agora, estudar a expansao perturbatoria no modelo em que existem n campos
escalares. O hamiltoniano do modelo escalar O(n) é:

H = / {2: {w? + ;(vgoi)ﬂ + u(zi: @?)2} dix (5.104)

Novamente, separaremos o hamiltoniano em dois, seguindo o procedimento habitual.
Cabe ressaltar que, dessa vez, teremos o hamiltoniano nao-perturbado Hy e o potencial
V' de interagao.

eH;\/b — eiH/f/b/[DQO}G_HE(¢>)6_V(SO>7()O<)

= ¢ Min (e (5.105)
0

O préximo passo é expandir o potencial considerando que as perturbagoes causadas pelo
potencial sao pequenas. Caso considerassemos somente a primeira ordem, teriamos

(eV) =", (5.106)
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Levando a expansao até a segunda ordem, a expressao torna-se mais complicada, como
pode ser observado a seguir.

(V) ~ 1-(V)+ % (V) + ; (v?)
~ o HFE(V2) (V). (5.107)
Logo 1
Hyp=Hip+ (V) =5 (V2) = (v)’] (5.108)

Seguindo os mesmo procedimentos que usamos no modelo O(1), obtemos

ro= bt [7’ +4(n + 2)u/qG>(q) + O(u?)
W= b u—a(n + 8)u? /q G>2(q)} +O®WP), (5.109)
onde )
G~ (q) = pr (5.110)

Faremos agora a transformagao infinitesimal do Grupo de Renormalizagao, que é dada
por
b—1+4l (5.111)

Fazendo as integrais das fungdes de Green, chegamos a

d:l(ll) = 2r(1) + 4Qu(n +2)- i(?( 5
du(l) B u?(1)
¥ _?E;U(l) —4Qd(n+8)7(1+r(l))2 (5.112)

Para encontrar os pontos fixos, temos que resolver o seguinte sistema de equagoes:

d?“_du_ 21"—1-4Qd(n+2)1“?:0
di-dl eu— 4Qu(n +8) 5z = 0

Portanto, teremos dois pontos fixos:

1. Gaussiano

; 0 (5.113)



Daniel G. Barci - DFT-UERJ - 2020 138

2. Ponto fixo de Heisenberg

€

* O 2
S s 1O
1 /n+2
= O(€ 5.114
" = =5 () 0@ (5114
Linearizando em torno deste ponto fixo, temos
dér n+2 4(n+2)Q
dr 2 - riS 1+r . 57’
%u 0 —€ ou
onde
or = r—r*
ou = u—u" (5.115)

Diagonalizando a matriz, chegamos aos seguintes auto-valores

1 2
At = *:2—n+ €
v n+8

At = —e (5.116)

Com esse novo ponto, o diagrama de fluxo torna-se mais complexo

I

A

vf\

Figura 5.5: Diagrama de fluxo.

5.7 Hamiltoniano de Heisenberg com anisotropia cii-
bica

O modelo O(n), que estudamos até entao, possui dois pontos fixos (se nos limitarmos
a termos de ordem €*) e vale para 2 < d < 4. Isso deixa de ser verdade se a simetria
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rotacional continua for quebrada, como acontece com o seguinte hamiltoniano.

Hz/d%{Zir@?—i—;(V¢i)2+u<2¢?>2+02¢f} (5.117)

O hamiltoniano acima possui uma anisotropia ciibica. Para demonstrar que essa afir-
mativa estd correta, vamos considerar o caso em que d = 2.

u(p? + 3)* = upt

1 = (‘pcosg ; g = (,DSiIlH. =
v(pt + ¢3) = ve*(cos? 6 + sin* 0)

Nota-se que a simetria ndo é mais preservada para rotagoes arbitrarias. As tnicas
rotagoes que preservam-na sao as que rotacionam o sistema em 7/2.

Agora existem trés constantes de acoplamento, {r,u,v}, uma a mais do que ti-
nhamos anteriormente. Seguindo os procedimentos de anélise de constantes conclui-se
que, para d > 4, r é relevante e u e v sdo irrelevantes. A seguir, temos um esboco
do diagrama de fluxo. O ponto fixo representado na figura anterior é o ponto fixo

|

Figura 5.6: Diagrama de fluxo

Gaussiano.

Para d < 4, os pontos u e v sdo relevantes. Deve-se fazer uma anélise mais minuciosa
desse caso, embora o procedimento a ser executado seja o mesmo. Os resultados obtidos
sao:

dr

a - (2—77)7"+4Qd[(n+2)u+3v]1+r

du 9 1

a (€ —2n)u — 4Qq4[(n + 8)u” + 6uv](1+7r)2

dv

- = (e —2n)v — 4Q4[12u + 9v2]m, (5.118)
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onde n = O(u? uv,v?). Lembrando que, proximo a temperatura critica, r ~ 0, e que
estamos procurando pontos fixos de ordem ¢, temos que as equacoes que fornecem os
pontos fixos sao:

dr _du _dv_ {e = 4Qq[(n + 8)u" + 6v']} = 0
il dl v{e — 4Q4[12u 4+ 9v]} =0

O sistema anterior tem quatro solugoes, e cada uma corresponde a um ponto fixo

distinto.

e Ponto Fixo Gaussiano

u=v=0 (5.119)
e Ponto Fixo de Heisenberg
vg = 0
wir 4ch(;+8) (5.120)

e Ponto Fixo de Ising Esse ponto fixo recebeu esse nome porque, nesse ponto, o
hamiltoniano se reduz a "n" modelos de Ising independentes.

ur = 0
€
— 5.121
T 360, (5.121)
e Ponto Fixo Cuabico
B €
Y= aum
n—4 ¢
= 122
ve 3 120 (5.122)

Para estudar a estabilidade desses pontos, devemos linearizar as equagoes para cada
um deles.

Cgﬁ = {e—4Q42(n + 8)u" + 6v"|} du — 24Qqu*dv
dj; = {e—4Q4[12u" + 18v*|} dv — 48Qv" du (5.123)

Isso nos leva aos seguintes resultados:

e Gausslano:

AL = AL =€ (5.124)
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e Heisenberg

A = —€
—4
Ny o= 0 (5.125)
n
e Ising
u 1
= —€
! 3
[ (5.126)
e Cubico
Mo = —€
4—n
2 = 12
L = (5127)

Notamos que, além da dimensao critica, o nimero de campos também possui uma
criticalidade para n = n, = 4. O caso em que d > d. ja foi estudado anteriormente,
entdo resta-nos determinar qual o efeito que o nimero de campos tem sobre o sistema
quando d < d.. O diagrama para n < n, fica

v

Figura 5.7: Diagrama de fluxo para n < n,

Ja para n > n., o diagrama passa a ser
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Figura 5.8: Diagrama de fluxo para n > n,

Observando a area destacada em verde, supoe-se que haja uma transicao de primeira
ordem. Isso finaliza os estudos do Grupo de Renormalizagao em sistemas em equilibrio.
Passaremos, agora, ao estudo de sistemas dinamicos.



